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LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen bi deribatu eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa bumtuz, egiaztatu 
inidikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9y'=x{x-3y 




A.I.- OX simetria ardatzeko kurba bat da (funtzio bikoitza da): 



1 1 

3/ = ±-(x-3)Vx =+-(3-x)Vx 



Definizio eremua: x>0 => D ={x(£R/x>0] 



Ardatzetako elkargune: y = 



X = A X = 3 



A(0,0) A B{3,0) 



1. Deribatu (y > 0) : y = -(3- x)Vx -^ y' 



Puntu singulairak: 

y'=0 => l-x=0 => x = l: C(l,-2/3) 

y'=oo ^ x=0 : A(0,0) 



X + 



3-x 

2Vx 



1-x 

2Vx 



/ 



x=0 x=l 

y' >0, Vx e (0,1) funtzio gorakorra, y' < 0, Vx > 1 funtzio gorakorra: 



x = l: ukitzaile horizontaleko puntu: maximo eriatibo C(l, -2/3). 
x = : ukitzaile bertikaleko puntu: A (0,0). 



A. 2.- Imdiko korapiloaren azalera kalkulatu. 



Integralaren interpretazio geometrikoa da kalkuluaren oinama: 



G; 




Calculo del area del lazo, A 
3J0 



A = -£'V^(3-x)dx = -£'(3x^'^-x^'^)dx 



3J0 

3V3--V3 
5 



8V3 



2 
3 



3/2 ,,5/2 



3x^'^ X 



3/2 5/2 



r^x+1 

A.3.- Froga ezazu L= -^=- 

Jo VX 

adierazten duela. L kalkulatu. 



dx integralak imdiko korapiloaren luzeraren balioa 



Horrela da, zeren korapiloaren luzera, L, hurrengo eran kalkulatzen da: 



L: 



4^+{yydx 



n-xV 



1+ 



24^) 



dx 



'' / x^+2x + l 
V 4x 



dx 



x + 1 
2Vx 



dx 



Luzeraren kalkulua: 



L= r'^dx=r'(V^ + x-^'^)dx 

Jo v^ •'° 



^^3/2 ^1/2 



3/2 1/2 



■3V3 + 2V3-0 



4V3 (li) 



A. 4.- Imdiko korapiloak OX andatz ingum biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 






V^(3-x)^dx = — r'(3+2x-x^)dx 



A 



2% 



3x + x^ 



3_27r 
0" 3 



[9+9-9] = 67r (li') 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z{x,y) funtzioa: 



z VLny = 



y+xLny 



non {^) funtzio arbitrarioa eta diferentziagama den. Aurkitu ahalik eta era 

sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: E = x(x+ y) — + y^ — 

5x 5y 

(x) eta (y) aldagaiekiko deribatuz, hurrenez hurren: 



ax 



.z-.^ = 0'.Uy 



Sx 



az y.z ^, 
5x X" 



d_ 



2 ^Z 1 ^, 

z — + — = • 



^ y 



— + — 

X y 



az_ z' ^, (x+y)z' 



^ — = O' 

5y y xy 



Aurreko deribatuak E adierazpen diferentzialean ordezkatuz: 



E = x(x + y) — + y' — = x(x + y)-^0' + y' 



5x 5y 



X 

z^ 

y 



,, (x + y)z' 



y xy 



vz 
E = (x + y)^^— -O' + y^- — -(x + y)y^-^^^-0' 



xy 



yz' 



E = (x + y)^^ — [O'-O'l + yz' 

X 



yz' 



B.2.- AskatuhuneigDhasfcapenbaldintzatak) ekuazio difeientziala: 



x-Lny 



; y(l) = e 



(x-Ln]/) 



dx 



i/in)/ <» 



dx _ x-Lyvy 



-1 1 

■x + — <^ 



, 1 1 

X + X = — 



d)/ -)/Ln]/ yLn]/ y 

Ekuazio lineala, beraz {zehatzgarria baita ere. Ikus: ju = 1/y). Hurrengo eran askatuko 
dugu: 



-J 



x=e 






Lny— dy+C 
J' 



i^ny 



(Lny)^ 



+ C 



Lny C 



2 Lny 



edota: 2x-L„y = (Lny)^ + C 

Hastapen baldintza: y(l) = e; 

2-L„e = (L„e)'+C c^ 2 = 1+C c^ C =1 
Soluzio partikularra, azkenik: 2xL„y= (Lnyf + 1 



BIGARREN LAUHILABETE 



C.I.- Aska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 
X" + 2x' + 5x = 3e-' cos2t; x(0) = x' (0) = 

Laplace-renX eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



(p' + 2p + 5)X(p) 



3(p + l) 
(p + l)' + 4 



X(p) 



3(p + l) 



[(p + l)' + 4 



Idatz daitekeena: X ( p) 



p + 1 



(p + iy +4 (p + 1)- +4 



F(p)G(p) 



Konboluzio teoremarekin baliatuz, hurrengo integrala ebatziz lortuko da X(p) -ren 
alderantzizkoa: 

x{t) = £-'[X{p)] = £-'[F{p).G{p)]=(j{u)-g{t-u)du 

J 

Aldez aurretik f(x) eta g(x) Alderantzizko Taula-ren bidez kalkulatuko ditugu: 



/(x) = £-^ 
Azkenik: 



p + 1 



(p + 1)' +4 



e ''cos2t ; gix) = H ^ 



(p + 1)' +4 



-e 'sin2t 



x(t)= e "cos2ii--e *^ "'sin2(t-ii)dii =-e"'f cos2ii- sin2(t-ii)du 



3.-tr 



(t) = -e ^f [cos 2ii (sm 2t -005 20- cos 2t- sin 2u) ]du 



2 •>« 



x(t) = -e-^ 
2 

x(t)=-e 
2 

x(t)=-e 



sin 2t f cos^ 2ii du -cos2t\ sin 2u cos 2u du 

Jo Jo 



sin2tr sin2t■cos2t^ „, sin^ 2t 
t + - cos 2t 



2 ^ 2 ) 2-2 

s\n^2t-cos2t cos2t-sin^2t 



tsin 2t 



3 

—te ' sin 2t 



C.2.- Kalkulu operazionala erabiliz, aska ezazu hurrengo ekuazio integrala: 

t 



x{t) = —\ x{u)Sh{t-u)du 



Laplace- ren L eragilea aplikatuz, X(pj transformatua askatuko da: 



1 2 



1 



X(p) = - — -X(p).^- ^ X(p) 
2 p p -1 



1 + - 



p^-1 



P 



1 vr ^ P'-l 



P 



X(p) 



J 1_ 

P p 



X"^ alderantzizkD eragilearddn x(t) erdietsiko dugu: 



xit) = S:-'[X{p)] = S:-' 



p p 



2 24 



D.- Oktante positiboko [C] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 
[aj: x + y + z-8=0; [aj: x + 4i/-8=0 [a,]: x + 2y-8=0 

D.I.- [C] gorputz homogenoaren grabitate-zentm geometrikoaren \ koordenatua 
kalkulatu. 



2 = 8-X-]/ 




(0,8,0) 




XOY piano gaineko ["] gorputzaren 
proiekzio zilindrikoa. 



Grabitate-zentm geometrikoa. x^ koordenatuaren kalkulua {honiogenoa:5 konstantea). 



m, " 5\\ldxdydz " Wldxdydz " V^ 



Bolumenaren kalkulu 



^=jiL^^^^^-iL../^^c^^-fH:::(^-^)^^ 



Vc = 



^^ = T 



-2 



(8 - x)/4 Z 



8-xY r3(8-x) 



iv fs'-'' 



2 4 



08-x)2 ^^^ 



32 



2 j I 4 
(8-xf" 



dx: 



32 ■ 3 3 



YOZ planoarekiko momentuaren kalkulua: 



Myoz = j£ ^dxdydz =\l xdxdy[''''dz = f^^dx\^l i8-x-y)dy 



M 



YOZ 



i8-x-yf 



(8-x)/2 -i 

xdx = — 

(8-x)/4 2 



8-x^ ' 



3(8- x) 



xdx 



M 



yoz 



lY rs^'' 



j^' x(8-x)'dx = — j* (64x-16x' +?^)d>^: 



32 



M 



■roz 



32 



32x^-^>^+^ 
3 4 



64- — + 32 



160 



Azkenik: 



Myoz_lllv^^^^^^^_ 160/3 



m. 



V. 



80/3 



2{u) 



D.2.- [C] gorputzaren [cj muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 



D.2.- [ail muqa-ciainazal atalaren azalem kalkulatu . 

OZ-rekiko erregularra da [aj gainazal mugatzailearen atala, here XOY piano gaineko 

proiekzioa aurreko D.l -eko integral himkoitzetako eremua den ~ triangelu bera da. 
Integral bikoitza bilakatuz hurrengo eran kalkulatzen da Gainazal Integrala: 

dxdy 



V 



D cosy 



'****[aj: x + y + z-8=0 -^ 



[1,1,1] _ [111] 



"1 



cosy 



V3 



dxdy 

D |cosy| 



•8 , /•(8-x)/2 
J(8-x)/4 



-^ 



JJD Jo J(8-x)/4 



V-3|l-i]j:(8-x,* = | 



iS-xf 



8 



8n/3 (li') 



MATEMATIKAREN HEDAPENA - AZTERKETA FINAIA - mLBO, 03-0&O9 
Inganaiitza Tdankoa Eleldrizitalje eta ElektrcxiiliHn 



AORRIA 

Ebatz itzazu ondorengo ekuazio diferentzialak: 

[1] y" - 4y' +4y= Ux'e'' ; yiO) = 0, y' (0) =1 

3 



[2] 



x" +9x = 



sinSt 



BORRIA 

[3] Aurki bedi < x< 2 tartean irudiko e(t) funtzioarekin konbengentea den Fourier- 
en coanuefcak) seriea. 




t=0 puntuk) seriearen balio partikulanaien tadez, dagokion zenbaki-seriearen balioa 
kalkulatiL 



[4] LC serie-zirkuitu bati ondorengo eredu matematiko dagokio: i'(t) + 10* f i(t)dt = e(t) , 

JO 

non e(t) [3] ariketan definituriko funtzioa den. 

Askatu i(t), i(0)=0 hastapenbaldintzarako. i(2) kalkulatu. 



C ORRIA 

[5] Biz D eremu planoa, ondorengo lerroek mugatutakoa, 



5.1. [D] eremuamarraztu. 



5.2 Adierazi ondorengo integralaren bi garapen eta limiteak (aurrenekoz x-rekiko 
integratuz, aurrenekoz y-rekiko integratuz, hurrenez-hurren): 



=jj^f(x,y)dx^ 



5.3 f(^ y) =&y denerako eta aldagai-aldaketa egokia erabiliz, I integrala kalkulatu. 

[6| Biz C gorputz geometrikoa, ondorengo gainazalek mugatutakoa: 

2(x' + y' ) - z' = (0 < 2 < 4) ; x' + y' + 22 - 16 = (4< 2 < 6) ; 2 = 0; 2 = 6 

6.1 Aurki ezazu C gorputzaren bolumena. 

6.2 Kalkulu integralen bidez aurkitu C gorputzaren azalera. 



y, = ix^ funtzioa ekuazio homo gem asoziatuaren soluzioa delarik, ondorengo ekuazio 



diferentzialaren soluzio orokorra kalkulatu: 



x(2x + 3)y'-6(x + l)y + 63/=4x'(2x + 3)'. 



Laplace-ren eragilea ondorengo sistemari apUkatuz, 



frogatu x(t) koordenatuaren ondorengo soluzioa: 



\x'it) + y{t) = 
x(t) + y'(t) = cost[, 
x(0)=l,3/(0) = 

x(t) = (Cht + cost)/2 



C.l Aurkibedi 0<x<l tmijean y=2-^ parabolarantzkonbergituko duen Fourier-en seriea. 
C.2 x=0 eta x=l puntuetan aurkitu seriearen konbergentzia-balioak. 

C.3 Fourier-en seriearen balio partikular baten bidez, egiaztatu ondorengo serie alternatuaren 
balioa: 

2 



1111 

f f- f 4^ 



. + (-1) 



n+l 



1 



n 



n 



Marraztu ondorengo integral bikoitzaren [D] hedapen-eremua: 
bere grabitate-zentru geometrikoaren koordenatuak kalkulatuz. 



(E) Biz [C] gorputz geometrikoa, ondorengo gainazalek mugatutakoa: 

{x^ + f + z^-Sz = 0, 0<2<1 
[x' + / + 2-8 = a 1<2<7 

E.l Aurkiezazu [C] gorputzaren grabitate-zentruarenkokapena. 

E.l [C] gorputzaren azalera totala kalkulatu 
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LEHEN ATALA 



A.I.- Marraz ezazu ondoko ekuazioa betetzen duten zenbaki konplexuen toki 
geometrikoa: 



2 + 2-4(2 + 2)-' = (5puntu) 



A.2.- Gutxienezko azterketa analitikoarekin baliatuz, definizio-eremua eta deribatua 
bederen, marraz ezazu ondorengo ekuazioarekin definituriko funtzioaren adierazpen 
grafikoa: 

' (6 puntu) 



1+x 



J dx integralaren interpretazio geometrikoaren azalpena eman. 

oVl + x 



A.3.- 1=2 



(2 puntu) 



t 

dt den, eta ordezkapen trigonometriko 



A. 4.- Frogatu aurreko integrala 1=8 
egoki baten bidez kalkulatu. (7 puntu) 



BIGARREN ATALA 

B.I.- Biz z = zix, y) funtzioa, ondoko ekuazioaren bidez definitutakoa: 

l+2xyz = 2x'-0 p^ 
non ((|)) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. 



X 



Ahalik eta era simplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa aurkitu: 

(8 puntu) 



xy 



dz dz 

X — + y — 

dx dy 



B.2.- Diferentzial zehatza bilakatuz, hurrengo ekuazio diferentziala integratu: 

{2xy^ + y cos x^dx + {3x^ y + 2sinx^dy = (6 puntu) 



B.3.- Ekuazio diferentzial linealera laburtuz, hurrengo ekuazio diferentziala integratu: 

y + y = {cosx - sinx) y^ 

(6 puntu) 



TARRAIBIDEAK 

Era guztietako bibliografia erabilgarria da. 

Azterketaren iraupena : 2 ordubete eta 45 minutu. 

Bananduta aurkeztuko dira bi atalak, ondorengo ordenean jasoko direlarik: 

[ 1 ] : azterketa hasi eta ordubete eta erdira. 
[2] : 2 ordubete eta 45 minutu (azterketaren amaieran). 

Azterketaren puntuaketa: 40 puntu, guztira (20 puntu atal bakoitzeko). 



Kalifikazioen publikazioa: Ekainaren Van, eguerdiko 14etan. (5n. Solairuko iragarki- 
-oholean). 

A zterketa-Berrikuspena: 

Laburategi Matematikoan (5n. solairukoa), ekainaren 9an, eguerdiko 12etan. 



Finala: HIRUGARREN ATALA 



C.I.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

X" + 2x' - 3x = 64te ''; x(0) = x(0) = 



{Spuntu) 



C.2.- 0<X<2 tartean )/ = -x^ + 4x-4 parabolarekin konbergentea den Fourier-en cosinuetako serie 

bataurkitu. 
Kalkula ezazu seriearen balio partikularra x = puntuan. 

{Spuntu) 



2nPartziala: LEHEN ATALA 



A.I.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x' + 2x-3x=64te''; x(0) = x(0) = (7punbif 



A. 2.- < X < 2 tartean y = -x^ + 4x - 4 parabolarddn k)nbergentea den Fourier-en coanuetakD 

serie bat auikitiL 

Kalkula ezazu seriearen balio partikularra x = puntuan. (7purti0 

A. 3.- Konboluzio-teoremarekin baliatuz, hurrengo hastapen- baldintzatako ekuazio diferentzialaren 
soluzioaren formula integrala kalkulatu 

r-4y+3y=nt); ]/(0) = 1, y (0) = 1 

(6puntu) 



C- A.I.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

X" + 2x' - 3x = 64ie ''; x(0) = x(0) = (5/7punbi> 



X(p) = 



£ [x" + 2x' - 3x] = fi [64te-'' ] ; x(0) = x'(0) = 

fi4 
p^-X(p)+2p.X(p)-3-X(p)=-^ 

(p+3)' 

64 64 64 



(p^ +2p-3)(p+3)^ (p-l)(p+3)(p+3)^ (p-l)(p+3)^ 



X(p) = 



64 



A B 



D 



(p-l)(p+3)^ p+3 (p+3)^ (p + 3)^ p-1 



64 = A(p + 3)^(p-l)+B(p + 3)(p-l) +C(p-l)+D(p + 3)^ 



3. maila: 


0=A +D 




A =-1 


p=0: 


64 = -9A - 3B 


- C + 27D 


B =-4 


p=-3: 


64 = -4 C 




C =-16 


p=l : 


64 = 64D 




D=l 



x(D =sr^[X(p)] = sr' 



-1 



■16 1 

■ + ■ 



p+3 (p+3)' (p + 3)' p-2 



e'' -e-''{l + At + 8e) 



C-A.2.- 0<x<2 taitean y = -x^ + 4x- 4 parabolarekin konbengentea den Fourier-en 

cosinuetako serie bat aurkitu. 

Kalkula ezazu seriearen balio paitikularra x = puntuan. (5/7purti0 

Se realiza una prolongacion parcomo se muestra en la figura. 




>- X 



y=-(x-2y 



La serie y coeficientes de Fourier son: 



a„=-£f(t)dt; a, =-£f(t)cos— dt; 1^=0; S(t) = ^ + J] a, cos— 



P 



P 



P 



Al sustituir p =2 yoperar: 



a„=-j^'(x-2)Mx = J^[(x-2r 



3 



[0-(-8)] 



a. =-f (x-2)^cos — dt 

"Jo 7 



a^ zatika ebatziko da : 



kTTt 



a^=-f (x-2)^cos — dx 

Jo / 



-(x-2)'=u du = -2(x-2)dx 

kTTX , , 2 . kTTX 

COS dx = dv v = — sin 

2 kTT 2 



2(x-2)' . kTTX 
-sin 



k7i 



2 4 (-2 _. . kTTX , 

+ -— (x-2)sin dx 

kTrJo 2 



a^ = [0 - (-8)sink7r] + 1^ = I^ = -— f (x - 2) sin dx 



4 r2 



hzx 






(x-2) = u 



du = dx 



. hzX , , -2 ICTTX 

sin dx = dv v = — cos 

2 k7i 2 



kTT 



2 , „, kTTX 

— (x-2)cos 

kTT 2 



2 8 f 2 kTTX , 

+ ^ COS dx 

(k::)' Jo 2 



(kTT) 



^ [0-(-2cos0)]+ ^ 



(k::)' kTT 



sin- 



kTTX 



-16 



(k::) 



2 ~ "k 



-16 




Resulta la serie de cosenos: 



S(t) 



4 16 v^ 1 hz 
cos X 



lb v^ 



3 TT^^^k' "" 2 

1 



En X = la funcion periodica desarrollada presenta un punto de continuidad. De acuerdo con el teorema de 
Dirichletse cumple: 



-4 16-e^ 1 

1 



-4 IGv^cosO 




iF-'K-llffl- 


6 



Los primeros terminos dela serie numerica obtenida son: 



1 ± ^ ^ ± ^ -^ 

f ^2^ ^3' ^5' ^6' ^7^^""" 6 



A. 3.- Konboluzio-teoremarekin baliatuz, hurrengo hastapen-baldintzatako ekuazio diferentzialaren 
soluzioaren formula integrala kalkulatu 



r-Ay+3y=nty, i/(0) = l, y(0) = l 



(Gpuntu) 



£[y"-4y'+3y] = £[f(t)] ; y(0) = 1; y'(0) = 1 
p'-Y(p)-p-l-4[p-Y(p)-l]+3-Y(p)=F(p) 



Y(p)=_IM_+ P-3 



F(p) ^ p-3 



F(p) ^ 1 



p^-4p+3 p^-4p+3 (i>3)(p-l) (l>3)(p-l) (i>3)(p-l) p-1 



^t) = sr^[Y{p)] = sr^ 



F(p) 



1 



(p-3)(p-l) p-1 



sr' 



F(p) 



(p-3)(p-l) 



+ sr' 


1 



y(D = sr 



F(p) 



(p-3)(p-l) 



ef = €f + h{t) 



e) 



Konboluzio teorema 



hm = ir' 



F(p) 



1 



(p-3)(p-l) 



Cf{t-T)-giT)dT . non g{t) = S:-' 

J 



1 



(p-3)(p-l) 



g(t) = i: ^ 



1 



(p-3)(p-l) 



2.-' 



A B 

■ + ■ 



p-3 p-1 



H-' 



1/2 1/2 



p-3 p-1 



k 



e^'-e' 



beraz: 



m=^' 



F(p) 



(I>3)(p- 1) 



U'f{t-T)-{e''-e^)dT 

^ JO 



azkenik: 



(*) 



1 ft 



y(lO = f^ + -lnt-z)-{e'^-e^)dz 



2 Jo 



C.A.I 



X" + 2x' - 3x = 6te ''; x(0) = x- (0) = 



(5/7punb0 



Ekuazio karakteristikoa: r+2r-3=0 => r = l(s=l) Ar = -3(s = l) ; SOS =|e^e ^' 

Homogeno asoziatuaren Soluzio orokorra: 



^HA - '-'l^ + ^^2^ 



Parametroen Aldakuntza Metodoa 



Ekuazio Osotuaren Soluzio Orokorra: %a = '^i^ +'^2^ ^' 



^oso 



i-J-l Kj I Ljr\ C 



(*) 



L e +1^6 =0 

1 "^ 

L'j(e*) + L'2(-3e'^') = 64te'^' 



L, + LtG 
1 ^ 



-4t 



Lj +L2(-3e'**) = 64te'*' 



Ekuazioetako kenketatik: L^ (4 L^ e"" ) = -64e" 



L, = -16t 



-it _1R^„-it 



Lj = -L2e-*' =16te 



Li= 16 jte-''dt = 



u=t du=dt 

dv = e-^'dt v = — e-*' 



= 16 



-^.te-"+-\e-"dt 



Li = 4[-te-^'+je-^'dt] = 4 



4 



4 4- 



L2=-I6jtdt= -8P+C2 



Ekuazio Osotuaren Soluzio Orokorra: 

Xqso =e' [[-4t-l]e-«+Ci] +e"^' [-8t^+C2] = Cje* +€^6'^^ +e'^^ [-8t^ - 4t - 1 
(*) 

Azkenik: 



'■oso 



Cje^+C^e"^' +e"^^ -8t^-4t-l 



Hastapen baldintzak 



X = Cje' +C^e'^^ +e"^'(-8t^ - 4t - 1) 




■i' 




x'=Cie'-3C2e"^'+e"^' 


-3(-8t^-4t-l) + (-16t-4)] 



rx(0)=Ci+c2-i = o 

' [x'(0)=Ci-3C2-l = ' 



C2=0 



Soluzio PartJkularra: 



Xqso = e* + e"^' -8t^ - 4t - 1 



C.A.2 



X" + 2x' - 3x = 64i;e '^• x(0) = x' (0) = 



(5/7purtiO 



Ekuazio karakteristikoa: r^ + 2r-3=0 => r = l(s=l) Ar = -3(s = l) ; SOS =je^e ^' 

Homogeno asoziatuaren Soluzio orokorra: Xjj^ = C^e' +C2e""^^ 

Koefizieate indeterminatuen metodoa: 



^HA^ r = -3(s=l) 



(*) 



64te"'' 
I I 

gai ez-homogenoa 



X^gp =(At + B)e"^^-t = (At^+Bt)e"^' 

X' = e"^^ [ (2At + B) - 3(At^ + Bt)] = e"^' [ (-3A)t^ + (-3B + 2A)t + B 

X" = e" [ 9aP - 3(-3B + 2A)t - 3B - 6At + (-3B + 2A) 
X " = e " [ 9At^ + (9B - 12A)t + (-6B + 2A) 



X" = e^' [ 9At^ + (9B - 12A)t + (-6B +2A) 
2X' = e^' [ - 6At^ + (-6B +4A)t + 2B 
-3X =e"^^[-3Ap-3Bt 



X" +2X' -3X = e"^'[ (O)t^ -(8A)t+(-4B + 2A)] = 64te"' 

f-8A = 64 



Azkenik [ - (8A)t + (-4B + 2A)] = 64t 



Ekuazio osotuaren Soluzio Partikular: 
(*) 

Ekuazio osotuaren Soluzio orokorra: 



-4B + 2A = 



A =-8 
B=-4 



X = -(a^ +4t)e^^ 



-'^OSO -'^HA "*" -^ OSP 



C^e^ +0^6'^^ -(8t^ +4t)e"' 



(*) 



Hastapen baldintzak 



x = C^e^ +C^e ^'-(8t^ +4t)e"' 



3t , -3t 



x' =Cje -3626 +e 



-3(-(8t' +4t) + (-16t-4) 



'x(0)=Ci+C2 = 
x'(0)=Ci-3C2-4 = 



Ci=l 



Soluzio Partikularra: 



(*) 



Xqso =e^+e"^^ _8t2-4t-l 



Oinarri Matematikoak I - Azterketa - 2. deialdia 
E lektr izitate eta E lektr onika 2004-09-06 



LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen bi deribatu eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa bumtuz, egiaztatu 
inidikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9y'=x{x-3y 




A.I.- OX simetria ardatzeko kurba bat da (funtzio bikoitza da): 



1 1 

3/ = ±-(x-3)Vx =+-(3-x)Vx 



Definizio eremua: x>0 => D ={x(£R/x>0] 



Ardatzetako elkargune: y = 



X = A X = 3 



A(0,0) A B{3,0) 



1. Deribatu (y > 0) : y = -(3- x)Vx -^ y' 



Puntu singulairak: 

y'=0 => l-x=0 => x = l: C(l,-2/3) 

y'=oo ^ x=0 : A(0,0) 



X + 



3-x 

2Vx 



1-x 

2Vx 



/ 



x=0 x=l 

y' >0, Vx e (0,1) funtzio gorakorra, y' < 0, Vx > 1 funtzio gorakorra: 



x = l: ukitzaile horizontaleko puntu: maximo eriatibo C(l, -2/3). 
x = : ukitzaile bertikaleko puntu: A (0,0). 



A. 2.- Imdiko korapiloaren azalera kalkulatu. 



Integralaren interpretazio geometrikoa da kalkuluaren oinama: 



G; 




Calculo del area del lazo, A 
3J0 



A = -£'V^(3-x)dx = -£'(3x^'^-x^'^)dx 



3J0 

3V3--V3 
5 



8V3 



2 
3 



3/2 ,,5/2 



3x^'^ X 



3/2 5/2 



r^x+1 

A.3.- Froga ezazu L= -^=- 

Jo VX 

adierazten duela. L kalkulatu. 



dx integralak imdiko korapiloaren luzeraren balioa 



Horrela da, zeren korapiloaren luzera, L, hurrengo eran kalkulatzen da: 



L: 



4^+{yydx 



n-xV 



1+ 



24^) 



dx 



'' / x^+2x + l 
V 4x 



dx 



x + 1 
2Vx 



dx 



Luzeraren kalkulua: 



L= r'^dx=r'(V^ + x-^'^)dx 

Jo v^ •'° 



^^3/2 ^1/2 



3/2 1/2 



■3V3 + 2V3-0 



4V3 (li) 



A. 4.- Imdiko korapiloak OX andatz ingum biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 






V^(3-x)^dx = — r'(3+2x-x^)dx 



A 



2% 



3x + x^ 



3_27r 
0" 3 



[9+9-9] = 67r (li') 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z{x,y) funtzioa: 



z VLny = 



y+xLny 



non {^) funtzio arbitrarioa eta diferentziagama den. Aurkitu ahalik eta era 

sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: E = x(x+ y) — + y^ — 

5x 5y 

(x) eta (y) aldagaiekiko deribatuz, hurrenez hurren: 



ax 



.z-.^ = 0'.Uy 



Sx 



az y.z ^, 
5x X" 



d_ 



2 ^Z 1 ^, 

z — + — = • 



^ y 



— + — 

X y 



az_ z' ^, (x+y)z' 



^ — = O' 

5y y xy 



Aurreko deribatuak E adierazpen diferentzialean ordezkatuz: 



E = x(x + y) — + y' — = x(x + y)-^0' + y' 



5x 5y 



X 

z^ 

y 



,, (x + y)z' 



y xy 



vz 
E = (x + y)^^— -O' + y^- — -(x + y)y^-^^^-0' 



xy 



yz' 



E = (x + y)^^ — [O'-O'l + yz' 

X 



yz' 



B.2.- AskatuhuneigDhasfcapenbaldintzatak) ekuazio difeientziala: 



x-Lny 



; y(l) = e 



(x-Ln]/) 



dx 



i/in)/ <» 



dx _ x-Lyvy 



-1 1 

■x + — <^ 



, 1 1 

X + X = — 



d)/ -)/Ln]/ yLn]/ y 

Ekuazio lineala, beraz {zehatzgarria baita ere. Ikus: ju = 1/y). Hurrengo eran askatuko 
dugu: 



-J 



x=e 






Lny— dy+C 
J' 



i^ny 



(Lny)^ 



+ C 



Lny C 



2 Lny 



edota: 2x-L„y = (Lny)^ + C 

Hastapen baldintza: y(l) = e; 

2-L„e = (L„e)'+C c^ 2 = 1+C c^ C =1 
Soluzio partikularra, azkenik: 2xL„y= (Lnyf + 1 



BIGARREN LAUHILABETE 



C.I.- Aska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 
X" + 2x' + 5x = 3e-' cos2t; x(0) = x' (0) = 

Laplace-renX eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



(p' + 2p + 5)X(p) 



3(p + l) 
(p + l)' + 4 



X(p) 



3(p + l) 



[(p + l)' + 4 



Idatz daitekeena: X ( p) 



p + 1 



(p + iy +4 (p + 1)- +4 



F(p)G(p) 



Konboluzio teoremarekin baliatuz, hurrengo integrala ebatziz lortuko da X(p) -ren 
alderantzizkoa: 

x{t) = £-'[X{p)] = £-'[F{p).G{p)]=(j{u)-g{t-u)du 

J 

Aldez aurretik f(x) eta g(x) Alderantzizko Taula-ren bidez kalkulatuko ditugu: 



/(x) = £-^ 
Azkenik: 



p + 1 



(p + 1)' +4 



e ''cos2t ; gix) = H ^ 



(p + 1)' +4 



-e 'sin2t 



x(t)= e "cos2ii--e *^ "'sin2(t-ii)dii =-e"'f cos2ii- sin2(t-ii)du 



3.-tr 



(t) = -e ^f [cos 2ii (sm 2t -005 20- cos 2t- sin 2u) ]du 



2 •>« 



x(t) = -e-^ 
2 

x(t)=-e 
2 

x(t)=-e 



sin 2t f cos^ 2ii du -cos2t\ sin 2u cos 2u du 

Jo Jo 



sin2tr sin2t■cos2t^ „, sin^ 2t 
t + - cos 2t 



2 ^ 2 ) 2-2 

s\n^2t-cos2t cos2t-sin^2t 



tsin 2t 



3 

—te ' sin 2t 



C.2.- Kalkulu operazionala erabiliz, aska ezazu hurrengo ekuazio integrala: 

t 



x{t) = —\ x{u)Sh{t-u)du 



Laplace- ren L eragilea aplikatuz, X(pj transformatua askatuko da: 



1 2 



1 



X(p) = - — -X(p).^- ^ X(p) 
2 p p -1 



1 + - 



p^-1 



P 



1 vr ^ P'-l 



P 



X(p) 



J 1_ 

P p 



X"^ alderantzizkD eragilearddn x(t) erdietsiko dugu: 



xit) = S:-'[X{p)] = S:-' 



p p 



2 24 



D.- Oktante positiboko [C] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 
[aj: x + y + z-8=0; [aj: x + 4i/-8=0 [a,]: x + 2y-8=0 

D.I.- [C] gorputz homogenoaren grabitate-zentm geometrikoaren \ koordenatua 
kalkulatu. 



2 = 8-X-]/ 




(0,8,0) 




XOY piano gaineko ["] gorputzaren 
proiekzio zilindrikoa. 



Grabitate-zentm geometrikoa. x^ koordenatuaren kalkulua {honiogenoa:5 konstantea). 



m, " 5\\ldxdydz " Wldxdydz " V^ 



Bolumenaren kalkulu 



^=jiL^^^^^-iL../^^c^^-fH:::(^-^)^^ 



Vc = 



^^ = T 



-2 



(8 - x)/4 Z 



8-xY r3(8-x) 



iv fs'-'' 



2 4 



08-x)2 ^^^ 



32 



2 j I 4 
(8-xf" 



dx: 



32 ■ 3 3 



YOZ planoarekiko momentuaren kalkulua: 



Myoz = j£ ^dxdydz =\l xdxdy[''''dz = f^^dx\^l i8-x-y)dy 



M 



YOZ 



i8-x-yf 



(8-x)/2 -i 

xdx = — 

(8-x)/4 2 



8-x^ ' 



3(8- x) 



xdx 



M 



yoz 



lY rs^'' 



j^' x(8-x)'dx = — j* (64x-16x' +?^)d>^: 



32 



M 



■roz 



32 



32x^-^>^+^ 
3 4 



64- — + 32 



160 



Azkenik: 



Myoz_lllv^^^^^^^_ 160/3 



m. 



V. 



80/3 



2{u) 



D.2.- [C] gorputzaren [cj muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 



D.2.- [ail muqa-ciainazal atalaren azalem kalkulatu . 

OZ-rekiko erregularra da [aj gainazal mugatzailearen atala, here XOY piano gaineko 

proiekzioa aurreko D.l -eko integral himkoitzetako eremua den ~ triangelu bera da. 
Integral bikoitza bilakatuz hurrengo eran kalkulatzen da Gainazal Integrala: 

dxdy 



V 



D cosy 



'****[aj: x + y + z-8=0 -^ 



[1,1,1] _ [111] 



"1 



cosy 



V3 



dxdy 

D |cosy| 



•8 , /•(8-x)/2 
J(8-x)/4 



-^ 



JJD Jo J(8-x)/4 



V-3|l-i]j:(8-x,* = | 



iS-xf 



8 



8n/3 (li') 



iian ta zaha\ Ziazu 
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LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen deribatua eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa bumtuz, egiaztatu 
imdikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9/=x(x-3)' 




A. 2.- Korapiloaren azalera kalkulatu. 



^3 



A. 3.- Froga ezazu L: 



x + 1 



Vx 

adieraztendudaL kalkulatu. 



dx integialak imdik) k)mploaien luzeraren balioa 



A. 4.- Imdiko korapiloak OX andatz inguru biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z{x,y) funtzioa: 



z + Lny = O 



y + xLny ^ 



non ((()) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. Aurkitu ahalik eta era 
sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: 

„ . .dz 2 5z 

E = x(x + y) — +y — . 
dx dy 



B.2.- Askatu hurrengo ekuazio diferentziala: y' 



-yLny 
x-Lny 



; yie) = l 
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BIGARREN LAUHILABETE 



B.2.- AskatuhuiieigDekuazio(ifej:entziala: y' = — - — — ; y{e) = \ 

x-Lny 



C.I.- A ska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

X " + 2x' + 5x = 3e"' cos 2t; x(0) = x' (0) = 

C .2 .- Kalkulu operazionala erahnliz, aska ezazu hunengo ekuazio integiala: 

x(t) = — -f x{u)Sh{t-u)du 

D.- Oktante positiboko ["] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 

[cj: x + y+z-8=0; [aj: x + 4j/-8=0 [a^]: x + 2y-8=0 
D.I.- r] gorputzarengrabitate-zentrugeometrikoaren \ koordenatua kalkulatu. 

D.2.- ["] gorputzaren [qj ] muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 
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Oinarri Matematikoak 1-2. Partziala - Azterketa FINALA 

l.ATALA Elektrizitate eta Elektronika 2005-05-30 

B.2.- Laplace-ren eragile lineala aplikatu ondoko ekuazio diferentzialetako hastapen- 
baldintzatako sistema askatzeko: 

\At)-2x{t) + y{t) = l 

V(t) + 4x(t) + yit) = ^ 10 puntu 

x(0) = MO) = l 



Tiansf oimatu zuziena: 



p.X(p)-l-2.X{p)+Y(p) 



p.Y(p)-l + 4.X{p)+Y(p) 



P 



P-1 I 



(p-2)X(p) + Y(p) = A + i=P±l 

P P 

4X(p)+(p+l).Y(p) = ^^ + l- P 



p-1 p-1 



X(p) 



p+1 



P 
P 



p-1 



P- 



p-2 1 
4 p+1 



^j (p+1)^ p 



p p-i_ (p+iy(p-i)-p? 



X(p) 



jt^-p-6 p(p-l)(p-3)(p+2) 
p?-p-l 



A B D E 

■ + + + ■ 



p(p-l)(p-3)(p+2) p p-1 p-3 p+2 
p?-p-l= A(p-l)(p-3)(p+2) + Bp(p-3)(p+2) + Dp(p-l)(p+2) + £'p(p-l)(p-3) 







rp=o : -1= 


6A 


rA=-i/6 






p=l : -1=-6B 


B= 1/6 




< 


p=3 : 23=30D ^ 


D = 23/30 






p=-2: -7 = -30£' 


E= 7/30 




x(t) = fi-^ 


"-1/6 1/6 23/30 7/30" 

+ + + 

p p-1 p-3 p+2 


-1 1^ 

= — + -e + - 

6 6 


30 30 


1 
30 


Lehen ekuazic 


)tik: 











{-b + bd + lSe^' + le'') 



3Xt) = 1 - x'(t) + 2x(t) =1- —(5^ + 69e?' - lie'') + —(-5+ 56^ + 236^' + 7e ") 



azkenik: 



30^ ^ 30' 

yit) = — + —d-—^' + —e''-— (20+5^ -23d' + 28e'') 



x(t) = = —(-5 + 5ef + 236^' + le'') 
30^ ^ 



B.3.- Integratu y = — -^ — - ekuazio diferentziala. 



12puntu 



Zehatzgarria da, zeren: -^ = — ^^ <=> [)f+4(x+l)]dx-2)fdy=0 



Fakore integrantea: 



dx 2y 

gp_ a[y+4(x+i)] 

dy dy 

Py-Qx _iy'-o ^^ 



4y ., sQjJr2n^_o 



dx dx 



M(x) = e^ 



2dK 



s2\ 



Fakore integrantea erabiliz: [ y* + 4( X + 1) 1 e^^'^dx: - 2 ^ ©"^"dy = 

Funtzio Potentziala: 



/* /* /*(xO) (*(xv) 

U(x,y)-U(0,0)=l dLJ= I r/+4fx+ij]e*dx-2ye^dj;= ' ry+4fx+ij]e^dx-2e^ ' y^dy 
Jab Jab'- -' J(o,o) '- -' i{xss) 



! = [''' r/+4fx+ij]e^dx = 

1 J (0,0) '- -' 

J(x,0) 



3^ 



V 4 



+4 rx+ije^dx=[0-Ol -e'"'(2x+3) =-e^'''(2x+3) 

(0,0) J (0,0) 



(x.J') -1/- ,2x 4 /-v\ "1 -2v 4 

= — e y - 0) = — e y 

(x,o) 2^ '2 



Azkenik: U(x,j;)-U(a0)=-e''^(2x+3) --eV=- — (4x + 6 + y) «> |e'''(4x + 6+/) = C 



BERNOULLI : 



y-| = 2(x+l)y^ ^;4 = 42 



y=42y' 



Tif 



42y" 



2(x+l)y 



2'-22=2(X+l) ; v(x) = ^"^=^^ 



z(x) = ii(x)v(x)/ v(x)=2je"'(x+l) ; 



u = (x+l) du = dx 
(iv = 2e'"'dx v = -e^'' 



V(X) = 



(x+i)e"'--e''' 



C=-e 



^''ix+-| + C 



Bera^ : z(x) = u(x) ■ v(x) = e ' 



-e''\x+^\ + C 



:Ce'^--(2x+3) 



Aldagai-benvskuraketa: ^" = ^2 <» ^ = 4 Ce^''--(2x+3) =4Ce2''-(4x+6) 



Aztenzk: y =Ce^''-(4x+6) 



Oinarri Matematikoak I — Azterketa FINALA 

1. AT ALA Elektrizitate eta Elektronika 2005-05-30 

A.I.- Froga ezazu x^ + y^ -2\/3]/-9 = zirkunferentzia ondoko baldintza betetzen duten 
piano konplexuko puntuetako toki geometrikoa dela: 

fZ-3^ TT 

are = — 6 puntu 

[z + 3 3 



Soluzioa 



z-3_(x-3) + yi _[(x-3) + yi][(x + 3)-yi]_[(x'-3') + y'yiy[(x + 3)-(x-3)] 
z + 3~ (x + 3) + yi~[(x + 3) + yi][(x + 3)-yi]~ ix + 3f + y' 



2_3_[(x^-9) + ]/^] + i[6]/]_(x2_9)+/ 



6]/ 



2 + 3 



(x + 3f + / 



ix + 3f + y' (x + 3f + y' 



a + bi 



Azkenik, toki geometrikoaren ekuazioa: 

(x' - 9) + y' = -^ = 2V33/ o 
v3 



tg 



n b 



6i/ 



3 a (x'-9) + )/' 



^ 



+ y^-2Sy-9 = f.M.b 



A.2.- y = ax^ + bx^ +cx + d , A(0,3) eta B(2,5) puntuetatik pasatzen den lerro baten ekuazioa 
da. C(l,10) puntuko ukitzailea horizontala izanik, lortu (y)-ren ekuazioa. 
(y) -ren extremo erlatibo eta inflexio puntuak aztertu, eta dagokionean kalkulatu. pun™ 



Soluzioa: 

A(0,3): 
B(2,5): 



3 = fl-0^+b-0^+C-0 + d o 3 = d 

5 = a-2^+b-2^ + c-2 + d <=> 8a + 4b + 2c + d = 5 



C(l,lO): lo = a-l'+b-l + c-l + d 
f(i)=o: o = 3a-f + 2b-l + c 



<=> a+ b+ c + d =10 
o 3a + 2b + c =0 



Lerroaren ekuazioa: 



y = \^ ■9\^ +15X+3 



a=l 
b = -9 
c=15 
d=3 



Puntu singularrak: 



y = 3x -18x + 15 = 



x=l A x=5 



Sailkapena: y' = 6x-18 



'x = l; y'(l) = -12<0 
x = 5; y"(5)= 12 >0 



Maximo erlatibo : (1, 10) 
Minimo erlatibo : (5, -22) 



Inflexio-puntu: y = 6x - 1 8 = 



x = 3 



D(3,-6) 



A.3.- Ebatz ezazu I = Jcos^ x^Jl + s\nxdx integrala. 



6 puntu 



Soluzioa: I = [cos^x^l + sinxdx = [cosx- cos^ x^l + sinxdx ; 
7 = j[l - (t' - 1)' ] • t • 2t dt = 2 j {2t' -f)dt = 2 
I 



1 + sin X = t 
cosxdx = 2tdt 



5 7 



c 



4--2- + C 
5 7 



-(1 + sin X)''' - -(1 + sin xV'^ + C 
5 7 



B.I.- 2 +xy =x ekuazioaren bidez definitutako z(x,]/) funtzio inplizituaren hessiarra H 



izanik, z'^ -H kalkulatu. 



6 puntu 



z' = x(\-f) 



H(z) = 



d'Z d'Z 



dx' dxdy 
d'Z d'Z 



o z o z 



dx'' dy'' 



ff'Z 
dxdy 



1) z^ + xy^ = X 



dydx dy 



^x = 



3z^ 3x 



62- 2 • 2 + 32^ • 2. = 



hots: 2{Z,y + Z-Z,,=0 



a ' ~~ ~» ~i 
-2{z,f _ -2{zf 



z z-{3xy 



-22 



9x' 



2) ^ + x^ = x—-^ 32'-2+2xy=0— -^62-2 •2+32'-2„+2x=0; 



ay 



2", 



-2(zJ' 2x 



■yif 



2 32" 



"w 



-2{-2xy l3Z^f 2X -?,X^f 2X -8x^(x-2^) 2x 



32' 92' 32' 



92'x 



32' 



-8x' 2X 



92' 92' 



3)2Vxy = x ^-^ 32'-2, +)/'=! ^-^ 62-2 -2, +32'-2,, + 2)/ = 



hots: 



-xy 



-22^ -2, 2 y ^ -2 2 (-2X]/) 2 y ^ 4j/ 2)/ 

,2 



2 32 2 3X 32 



32' 92' 32' 



-2)/ 



92' 



mz)= 



d^Z d^Z ( d^zT -2zf-8x' 2X^ 



dx^ dy^ [dxdy 



9r 



y 92' 92' y 



(-2y^ _ 16 4 4^/' 



^92'j 812' 81X2 812' 



„, , 12 + 4(1-]/') 4 12 42' 4 4 

H (2) = . •^ ^ = r + 



812' 



!1X2 812' 8l2'x 81X2 272' 



z'-n 



= 2^ 



272' 



4 

27 



B.2.- Laplace-ren eragile lineala aplikatu ondoko ekuazio diferentzialetako hastapen- 
baldintzatako sistema askatzeko: 

\x'(t)-2x(t) + y(t) = \ 

y'(t) + 4x(t) + y(t) = e^ 7puntu 

x(0) = y(0) = \ 



Transformatu zuzena: 



p-X(p)-l-2.X(p) + Y(p): 



p-Y(p)-l + 4.X(p) + Y(p) 



p + 1 



P-1 I 



(p-2).X(p) + Y(p) = l + l = -P±l 

P P 

4.X(p) + (p + l).Y(p) = ^ + l = -P- 

p-1 p-1 



X(p) 



P 
P 



p-1 



p + 1 



p-2 1 
4 p + 1 



(P + 1)^ 
P 



p-l_ (p + lf(p-l)-p^ 



p^-p-6 p(p-l)(p-3)(p + 2) 



P'-P-I 



A B D E 

■ + + + ■ 



X(p)=- 

p(p-l)(p-3)(p + 2) p p-1 p-3 p + 2 

p^-p-l= A(p-l)(p-3)(p + 2) + Bp(p-3)(p + 2) + Dp(p-l)(p + 2) + £p(p-l)(p-3) 



p = : -1 = 6A 

p = l : -1 = -6B 

p = 3 : 23 = 30D 

[p = -2: -7 = -30£ 



<» i 



fA = -l/6 
B= 1/6 
D =23/30 
E= 7/30 



x(t) = fi-^ 



-1/6 1/6 23/30 7/30 



-1 1 t 23 3. 7 
— + -e + — e + — 
6 6 30 30 



e^^ + J-e-'' = —(-5 + 5e' + 23e^^ + le'') 
30 30^ ^ 



Lehen ekuaziotik: 



azkenik: 



p-1 p-3 p + 2 

1 9 

y(t) = 1 - x'(t) + 2x(t) =1- — (se' + 69e'' - I4e"'') +— (-5 + Se* + 23e" + 7e " ) 

30 30 30 30 30^ ^ 

x(t) = = —(-5 + 5ef + 23e'' + 7e^') 



30 



B.3.- Integratu y 



,_ r + 4(x+i) 

2f 



ekuazio diferentziala. 



6 puntu 



6y y^ + 4(x + 1) 

Zehatzgarria da, zeren: — <=> 

dx 2f 



[/ + 4(x + 1)] dx - 2/di/ = 



aP a[/+4(x+i)] ^ QQ d[-2f 

dy dy dx dx 



Fakore integrantea: 



Py-Qx 4/-0 



-o-l 



M(^J = e 



Idx 



,-2x 



Fakore integrantea erabiliz: [i/" + 4(X + 1)1 g ^"dx - 2y^e ^''d^ = 



Funtzio Potentziala: 



U(x.i/)-U(0 



Jab Jab'- -' J(o,o) '- -' J(«,i)) 



J = r/ + 4fx + ij]e'''dx: 

1 J (0,0) '- -' 



^'"" + 4r'''\x + l)e''dx = [o-o] -e''U2x + 3) = -e-'U2x + 3) 

(0, 0) J (0,0) 



r(x,y) 

J(x,0) 



3/'e"di/ = -2 



u^f 



(x,o) 2 ^ '2 



Azkenik: U(x,i/)-U(0,0) =-e " (2x+3) e'^'y* =..^(4x + 6 + /) «> g"' (4x +6 + /)= C 



BERNOULLI : 



/-| = 2(x + l)y- 



/ = 42 






, -3 42^/"' 



2(x + l)i/"' « 2'-22 = 2(x + l) ; Mfxj=e^'* = e- 



2(xj = u(xj • v(x) I v(xj = 2 j e'" fx + 1 j ; 



u = (x + l) du = dx 
dv = 2e"'dx V = -e"" 



vW = 



-(x + i)e"'--e'' 

2 



+C = -e'^''|x+-| + C 



-eMx+- +C 



Bera^ : z(x) = u(x) ■ v(x) = e" 



Aldagai-berreskuraketa: y'^ = 4z c^ y'^ = 4 



Ce"' -i(2x+3) 
2^ '' 



Ce'^--(2x + 3) 



= 4Ce-"-(4x+6) 



Ad<enik: y=Ce"'-{4x+6) 



C.I.- Hurrengo lau lerroek mugatutako eremuaren azaleraren balioa 



x + y = a; x + y = b; y = ax; y = |3x, (b>a>0 eta /3 > a >0) 

(P-a)(b^-fl^) 



hau del a frogatu 



2(a + l)(p + l) 



11 puntu 



x+y = b , 


y 
\ 




/ = f3x 


x+y=a \ 


\ 


E2/ 






^ 


l\ 


\. 






(a,0) 


\ (b,0) 



y 

P 






a 




D, 

1 1 1 1 1 1 


v-p 












u 


a 
=a u 


b " ' 

=b 



Mugak: 



u = x + y 
V = y/x 



non 



u = a 
u = b 



eta 



V = a 
v = p 



x= u/(v + 1) 
y = uv/(v + 1) 



|J(x,y)| = 



5(x,y) 



9(u,v) 



1/(v + 1) -u/(v+1)' 
v/(v+1) u/(v+1)2 



(v + 1f 



1 -1 
V 1 



(v + 1)' 



Azalera: 



.1 1 1_r(b2-a^)(p-a) 



D - 2 



(b^-a^) 



(3 + 1 a + 1 



2(« + 1)(P + 1) 



2 


b. 
a 


-1 1 


_V + lJ 


u 


2 





C.2.- Biz ondorengo gainazalek mugatutako C gorputz homogenoa: 

[aj: x' + )/'-(2-4)'=0 (2<4); [cj: x' + y' -2-2 = (2> 0) [a,]: 2 = 

C gorputzaren grabitate zentru geometrikoa G 0, 0, — puntua dela, egiazta itzazu. 1 1 puntu 

V 13y 



cji ; forma inplizitua - (0,0,4) erpineko Gainazal-konikoaren azpiko atala 

x'+ /-(2-4)' = => 2 = 4-7xW = 4-p 
02.' forma inplizitua ■ (0,0,-2) erpineko Paraboloide atala 

x^+y^-z-2 = =^ 2 = -2+ (xH/)= p^-2 
Elkarguneak (zirkunferentziak dira, 01 biraketa-ardatz amankomum duteneko gainazalak baitira) : 



CJl A CT2 
O2 ^ f^3 



2 = 4- p = p -2 
2= p^-2 = 0^ 



> p' + p - 6 = 
p= ^/2 



p = 2 A p 





=0 a2% 



C gorputzaren Proiekzio zilindrikoa 



3. Bolumenaren kalkulu: 

Bp = \\\ dx dy dz = [[[ p dp de dz = JJJ p dp dG dz + [[[ p dp dO dz = 

rr f4-p pp p4-p p2i p2 p27r p%/2 

B^, =JJ^ pdedpj ^ ^dz + JJ^ pdedpj^ dz = J^ dpj^(6-p-p )pdp+J^ dej^ (4-p)pdp 



27cf (6p-p^ -p^)dp+27ir (4p-p^)dp = 271 

J%/2 Jo 



r 3 4A 

2 P P 



3p^ 



V 3 4^ 



Be =27: 



^=-3-^J-r-V-^]*[^-v)-(°) 



271 7 





/ 


/■ 


^^ 


^ + 271 


2P^ 


P_ 


^/2 


I 


3 


3 

J 


\ 


26 




y 


7C 

3 


U 





i. 



2. Masa-zentruaren kalkulu: 



M 



XOY 



jjj^ zdxdydz = jjj^pzdpdedz==j£pdpdezdz + j£pdpdezdz 



M, 



M, 



ff pdedpf/ zdz + rr pdedpf "zdz = f "de f ^ [ 
JJDi Jp -2 JJDj Jo Jo JV2 L 



4- p 



pdp + 



j:*r[ 



z^/2 



4- p 



pdp 



(4-p)'-(p' 



2)']pdp +7i£' [(4-p)'-0']pdp =71 jj(4-p)'pdp -71 jj_(p'-2)'pdp 



M, 



71 j MBp-Sp^+p^ 



dp - 71 



(p'-2f 
3-2 



VJ 



16^-8 



P' , P' 



2 3 4 



w[«-°]' 



M, 



:(--¥-)■ 



:--¥-)-<°>4 



40 



Masa-zentru (OZ: s/metria-ardate): 



MxoY _ 4O71/3 



m 2671/3 



20 
13 



; G = 



0,0, 



20 

13 



TERCERA PARTE 



C .l.-Demostrar que el area D que limitan en el primer cuadrante las li'neas, 



r 



ax 
a-x 



; 2x + y = 2a; y = 0, es A 



a'{Ti-l) 



1 O 1 

Probar que si D gira alrededor de OX genera un cuerpo de volumen: V = — - -"^ 



-na^ 



Indicacion: Las li'neas se cortan en el punto M (a/2, a) 



[11 PUNTOS] 




1.- Calculo del area del dominio D 



^ X 



" JJd ■^ Jo -^Jav /(a +V ) Jt 



(2a -y) ay' 



a' + y' 



dy 



(2a -yf 



-a + 



a' + y' 






a X 

-ay + — arctg- 

a a 



^"4 



a +a ■arctgl = — + 



a' a\ a' 



4 4 4 



(TT-l) 



2.- Calculo del Volumen del cuerpo de revolucion alrededor de OX 

^c =''^\ y^dx + Tz\ y'dx = Ti\ dx + Tz\ [2(a-x)]^dx = 



/•a/2 



-a^+- 



a-x 



dx + 4n;r (a-xfdx = Ti[-a'x-a^LAa-x\ 

ial2 L "I 



a/2 



+ % 



(a - xf 



■K 



a/2 



a L„ — + a L„a 

2 2 



+ 4:: 



+ 



8 



Ka^L„2 



C .2.- Un cuerpo [V ] situado en el semiespacio y > esta limitado por las superficies: 



1. Mostrar que su volumen es V 



4571 



2. Probar que fff ydxdydz = 3f (cos* 9 +18sen^ 9 cos^ 9 + 81sen* 9) dz 



3. Establecer la posicion del centra de gravedad de [V ] 



[11 PUNTOS] 



Sugerencia: Puede aplicarse la propiedad de las integrales eulerianas: 



r''sen^'"'-'Hcos''"-'Hdt 

Jo 



B{m,n) 



Solucion 



1.- Calculo del Volumen del cuerpo [V ] 



V,=\\ldxdydz = \\lpdpdQdy = gpdpdQ\;^dy = -.gix^+9z^)pdpdQ 
Vc =-• jj^ (cos' 9 + 9sen'9)p'dpd9 = --j^"'(l + 8sen'9)d9£p'c/p = 



Vr 



1 r2" 



9 '•> 



Jo 



l + -(l-cos29) 
2 



d9. 



3^ 81 
9-4 



•[59 -2 sen 29] 



271 t:0 _ /..3l 



2 



-K iu') 



2.Probarque: jjj );dxd);dz = 3J''^^(cos*9+18sen'9cos'9 + 81sen*9)dz 



M,,, =\\l ydxdydz = ldxdz\;^ydy = —-.\l[{x^+9zy]dxdz 



A A 

Mxoz = — ff (cos'9 + 9sen'9)'p*pc/pd9 = — f"'(cos'9 + 9sen'9)'d9f p'dp 
162 ■'■'^ 252 Jo Jo 



M 



1 r2t 



xoz 



162 Jo 



|"'(cos'9 + 9sen'9)'d9' 

Jo 



3 81-9 r2n 



162-6-'o 



f ''(cos'9 + 9sen'9)'d9 

Jo 



3 .fV2 



Mxoz =--4J (cos*e + 18sen'ecos'e + 81sen*e)de 



4 Jo 



Mxoz =3J (cos*e + 18sen'ecos'e + 81sen*e)de 



3. C entro de gravedad.- C alculo 



M 



xoz 



3r'cos'0d0 + 3-18r^'sen'0cos'ed0 + 3-8ir'sen'0d0=3Ii454l2 +2431: 

Jo Jo Jo 



M 



1 



1 



1 



xoz 



3- -5(5/2,1/2) + 54--B(3/2,3/2) + 243- -5(1/2,5/2) 



M 



3r(5/2)-r(l/2) 54r(3/2)-r(3/2) 243r(l/2)-r(5/2) 



xoz 



r(3) 



r(3) 



r(3) 



M 



3 3/2-l/2(V^)' l/2-l/2(V^)' 2433/2 -1/2(7^)' 



xoz 



+ 27 



M 



27 729 792 99 



xoz 



-TZ-\ 71- 



-71 : 



16 8 16 16 



-71 = — n 



Por la simetria del cuerpo [V ] alrededor del eje OY , su centro de gravedad estara 
situado en el antedicho eje OY . Por tanto: 



M 



xoz 



V. 



9971/2 _ 99 _ 11 
4571/2" 45 ~T 



11 ~ 



Oinarri Matematikoak I - Azterketa - 2. Deialdia 
E lektr izitate eta E lektr onika 2005-09-07 



LEHEN ATALA 



A.l.-Froga ezazu zirkimferentzia bat dela ondoko baldintza betetzen duten piano 
konplexuko puntuetako toki geometrikoa: 

Zirkunferentziarenzentni: C(0,-2) eta erradioa: r = 2V2 [6PUNTU] 

A. 2.- Bira P etaQ puntuak, x^ + y^ -V2n^ = zirkunferentziaren eta y^ -Aax = Q 
parabolaren arteko elkarguneak. Aipatutako edozein puntuan lerro biekiko zuzen 
ukitzaileek eta noraialek OX ardatzarekin duten 4 elkangune batetik, eta hartutako 
puntutik ( P edo Q ) pasatzen den zuzen bertikalaren elkargunea OX -ekin bestetik, bost 
puntu ditugu. Puntu hauen arteko distantzia berdina dela frogatu. [7 PUNTU] 

A.3.- Lehen laurdeneko erdikariaren norantzako 2 = 3x^ - xy + f funtzioarendfiribatua 
M (1, 2) puntuan kalkulatu. [6 PUNTU] 

BIGARREN ATALA 

B.I.- 2 = y -cpfx^ - y^) funtzioa izanik kalkulatu E = y — ^ + x adierazpenaren 

^ ^ dx dxd]i 

balioa Funtzioaiiitrariodfiiibagamadacp funtzioa. [6 PUNTU] 

B.2.- Biz ondok) l^aldintza l^etek) duen planok) kuiba-soita: edozeinP (x, y) puntuan 
kuibarekikD noraialak oidenatu-ardatzarekin duen dkaigune Q izanik, Q eta P 
puntuetatik sistemaren jatomarekiko distantziak berdinak dira. Kurba-sortaren ekuazio 

diferentziala ondokoa dela frogatu, xdx + iy- ^x^ + yM dy = , bere ibilbide 

ortogonalak kalkulatuz. 

[6 PUNTU] 

B.3.- Hurrengo hastapen-baldintzatako ekuazio linealetako sistemaren soluzioaren x(t) 
edota y{t) , koordenatu bat kalkulatu: 



'x"(t) + )/(t) = 4 
/'(t) + x(t) = [7 

x(0) = x'(0) = )/(0) = /(0) = 
PUNTU] 



HIRUGARREN ATALA 



Q. X 

C .1.- y^ = ; 2x + y = 2(3; y = lerroek lehen koadrantean mugatzen duten D 

a-x 

eremuaren azalera, A , honako hau dela frogatu: A = — ^^ '- . 

D eremuak OX ardatz inguni biratzean sortutako gorputzaren bolumena, V, honako 

1 O 1 

balioa duela frogatu baita: V = na ^ . 

Oharra: M{j,a) puntua da lehen bi lerroen elkargune. [11 PUNTU] 

C.2.- Ondoko gainazalekmugatutakoada, y>0 enliespazioko [V] gorputza: 
[aj: x' + z'=9; [a^]: x' + 9{z'-y) = [aj: y = 0. 
45:1 

1. Froga ezazu V = bere bolumena dela. 

2. Frogatu: jjj ydxdydz = 3J"'^^(cos^e + 18sin^0cos^ + 81 sin* 0)dz. 

3. [V ] -ren grabitate-zentma kalkulatu. [ 1 1 PUNTU] 
Oharra: Integral euleriarren ondoko propietate da erabilgani, 

'sin<'"'-i'tcos*'"-"tdt 



■"/^^^^ilm-D f^„^(2n-l) ^.^^. B(m,n) 



10 



JARRAIBIDEAK 

- Azterketaren iraupena : 3 ondubete eta enli. 

- Atalakbanandutaaurkeztuko dira, ondorengo onlenean: 

LEHEN Atala: azterketa hasi eta ordubete eta 10 minutura, 2 ordubete eta 20 
minutura BIG ARRENA eta 3 ordubete eta erdira HIRUG ARRENA (azterketa 
amaieran). 

- Kalifikazioen publikazioa: Irailaren 13an, eguendiko 13:30-etan. (5n. Solairuko 
iragarki-oholean). 

- Berrikusketa: Irailaren 15an, eguerdiko 12etan. (5n. solairuko Laburategi Matem.). 



Bilbon, 2005.ko irailak? 



C.l Mediante sustituciones adecuadas rediidr a euteriaiias y verificar los resultados 
que se indican para dos delas tres integrales siguientes: [ 1 puntos] 



dx Stt 



ri 



[x'+Aj 512 



;h 



^^r(hMnvn),.,.j;,,=(Vx)c.^ 



15 



h 



dx 



i^-^r 



-^ 



x= 2tgt 
dx 



cos t 



dt 



/» n/2 



-^h 



[Atgh+Afco^t 



dt- 



,4r-*'<*^^-^-pf-'' ' '^^''^^ 



32 2 "^2 2J 64 r(3) 



12 2 [2 [2] 3k 



' 64 



512 



dx 



^1-x" 



x" = t 



l/n 



X=t 

dx 1 



t'^'"'-^ dt 



n n 






1- 


1 n 


V 


n' nj 



portanto: 



J^ r(l-l/n)r(l/n) _ r(l-l/n)r(l/n) 

■ r(i) - 



n 



n 



/3 = j^'xln^(l/x)dx- 



x= e 
dx=-e^dt 



L=-f''e¥e'dt= f"e'¥dt 

■^ Joo Jo 



I, = [e-^'fdt 



-^ 



2t=z 




1 


/* CO 


1 


^'3 = 






dt=-dz 




7, 




2 




*/ 






^^flT^^=^r^^^^^=^r(6) 



1 



1 ., 5-4-3-2 15 



' 2** 2** 2** 8 



C.2 Evaluar mediante calculo integral el area plana definida mediante: 

[L^] x'+y-2x-2y+l<0; [L,] )^ + y'-Ay+3<Q [10 puntos] 

La frontera del dominio esta formada por dos circunferencias: 



X- (x-l)' + (:v-l)'=l fcentro:(l,l); R=l 



i,: x' + {y-2f=l 



-^■ 



[centm: (0,2); R=l 



' y=l + ^l-(x-iy 



y 



(x-lf +iy-lf =1 




x'+{y-2f=l 



X 



Calculo del Area del dominio 



A= rTl+Vl-(x-lf-(2-Vl-x')l<*^= Cl^ll^^ix^ + ^/l^-l 

J oL J J oL 



dx 



A = f^ ^1- (x- 1)' dx+ £ Vl- x' dx- f^ dx=I,+I,-l 



i, = CJi-{x-ir dx- 

J 



x-1 = sint^ dx= costdt 
x = l^t=0 

x=0^t= — 



L = \ cosHdt 

J-7r/2 



C ^/2 n 1 

L = \ cos" tdt=--j3 

1 Jo 1 ^ 



'^l^ ni'-^ 



n 1 



2 2 



M 



2'2J 2-r(2) 



71 

4 



/2= jVl-x' dx 



X = sin t ^ dx: = cos tdt 

x=l^t= — 
2 

x=0^t=0 



/, = COS tdt = — 

'■ Jo 1 



Finalmente: 



A=I+L-1 = 2--1 = --1 

' ' 4 2 
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Oinarri Matematikoak I - Azterketa - 1. Deialdia 
E lektrizitate eta E lektronika 2006-05- 29 



AZTERKETA FINALA 



LEHENATALA 



A.I.- y funtzioaren (x) aldagaiaren berredura garapena kalkulatu, x^ duen gaian 
gar^Denamugatuz: [lOpuntu] 

y = Ln(cosx + sinx) -^ y(0) =Ln(cosO + sinO) = 



, cos X- sin X , 2sinx ,,„, , 2sin0 , 

y = = 1 -^ y(0) = l = 1 

cos X + sin X cos x + sin x cos + sin 

„ _ -2cosx(cosx + sinx) - (-2sinx)((x)sx - sinx) _ -2 

(cosx + sinx)^ (cosx + sinx)^ 



^ y"iO) 



(cosO+sinO)" 



,„ 4(cosx + sinx) „„„, 4{cos0+sin0) . 

y = — r -^ y (0) = ^ r = 4 

(cosx + sinx) (cosO+sinO) 



Mc Laurin: 



y(x) = y(0) + ^^x + ^^x'+^^x' 



V(x) = x-x^ + — x^ 
yy 3 
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A.2.- Ondorengo kurbaren zuzen ukitzailearen ekuazioa M (0, -1) puntuan kalkulatu 



Zuzen horrek JV ( ) (1, -2) puntuan kurbarekin elkargunea duela egiaztatu. 



[8 puntu] 



y = y(x) funtzio inplizitua deribatuz : 

x' + 2xi/+y'-l=0 -^ 3x'' +2y + 2xy'+2yy' = 



{2x + 2y)y' = -{3x'+2y) ^ y' 



-i3x'+2y) 
2x + 2y 



Deribatuaren balioa M (0, -1) puntuan : 



y '(0) 



-(3x'+2y) 
2x + 2y 



(0,-1) 



-[3-tf+2-(-l)] _ 2 
[20+2(-l)] ~ -2 



Ukitzailearen malda M (0, -1) puntuan deribatuaren balioa da : y'{0) = -1 = m 



uk 



Ukitzailearen ekuazioa, beraz 



)/'(0) = -l = m„, ; M(0,-1) 



y - Vo = ^ukiy - Vo) -^ ]/-(-i) = (-i)(x-o) -^ y + x = -i 



<:^ 



y = -x-l 



Zuzen horrek M (1, -2) puntuan kurbarekin elkarcfunea duela egiaztatu: 



I) y = -x-h ^ ;y(i) = (_x-i)^^^=-2 



Af(l,-2)eukitzaile 



x' + 2xy+y^ -1 = -^ x = l -^ 2y+y^ = -^ 



y{2 + y) = 



-y = Q 
y = -2 



M{1,Q) 



JV(l,-2)ekurba 



BIGARREN ATALA 
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B.I.- Izanbedi z = z{x,y) funtzioa, ondoko eran definituta: 

L^z = r-x eta: r^ = x^ - y^ 



Froga ezazu: 



df 



[8 puntu] 



(I) L„z = r-x 



(II) r =x' -y 



(I)' 



1 dz _dr 
z dy dy 



A (II) 2r 



dr 
dy 



-2)/ 



(I)' ^ = 2.^ 

5)/ ay 



A (II) 



ay r 



^ (III) : 



52 _ -2 y 
ay r 



(III)': 



d^z _-dz y 2 -2y5r_2yy 2 2y r-y^_2:y^ 2 zy 
dy'^ dy r r r'^ dy r r r r'^ y r J r^ r r^ 



(III)': 



52_2y 2 2y _ 2(ry -r -y ) _ 2(ry -X ) 
5y^ r^ r r^ r^ r^ 



f.n.b. 



B.2.- Izan bedi y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = f(t) , ekuazio diferentziala. 
Konboluzio-teorema erabiliz, y(0) = y'(0) = hastapen baldintzatako ekuazio 
diferentzialaren soluzioaren formula integral bat aurkitu. 

[8 puntu] 

£[y''(t) + 3y'(t) + 2y(t)] = £[/(t)] ; y(0)=y'(0)=0 
p'-Y(p)+3p-Y(p)+2-Y(p)=F(p) 



Y(p) = 



F(p) 



F(p) 



1 



p^+3p+2 (p+l)(p+2) (p+3)(p-2) 



F(p) 



3^ = £-[Y(p)] = £- 



F(p) 



(p+l)(p+2) 



■ sr' 



1 



(p+3)(p-2) 



F(p) 



Konboluzio teorema 

3<9=£ ^ 

(l>f3)(p-2) 



F(p) 



Cf{t-u)-giu)di,non g(t) = £-^ 

J 



(p+l)(p+2) 



(**) 
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g(t) = £ ^ 



1 



(p+l)(p+2) 



£-^ 



A B 

■ + - 



p+1 p+2 



Q-' 



1 1 



p+1 p+2 



[e^ 



.-2t 



1 



A B 

■ + - 



(p+l)(p+2) p+1 p+2 



'l = A(p+2)+B(p+l) 

p=-l: 1=A 
_ p=-2: 1=-B 



fA=l 
|B=-1 



Konboluzio teorema honako eran aplikatuko da (**): 
Soluzio paitikularren formula integrala: 



y(^=Cf(t-u)-(e-"-e-'")du 

J 



B.3.- Integratu ondoko ekuazio diferentziala: 2xyy' = y -x -a 



[8 puntu] 



1.- Ekuazio diferentzial A. zehatzganria da 

Forma diferentziala: (x^ -y^ +a^)dx + 2xydy = 



p = x^-y^+a^: 
Q=2xy => 
Faktore Integrantea: 

EDA-rekin biderkatuz: 

Ondorengo EDA zehatza ondorioztatzen da: 



dP 














dv 


---2y 


d? 


dQ 




p;,-q: 


-2y-2y 






> 


7t — 


— ^ 






dQ 


= 2v 


dy 


ax 




Q 


2xy 


dx 
















M = 




= e'''' 


=^-' 


x^ 




1 7 1 

X- -y +a- 

7 

X" 


-dx + - 


Jdy 


= 





1+ 



a'-y' 



dx + —dy = 0, non: 

X 



P=l + 



Q 



2y 



Uix 



-y)=l'^dy 



Q- -y dP _ -2y 
x^ dy x'' 

_^ dQ _ -2y 

dx x'' 

+ /(x) (*) 



dP__dQ_ 

dy dx 



dU_ 
dx 



Pix,y) 



l+^L^\ = ^+fXx)^fXx) 



fix) 



I 



X" I X" 



1+- 

V ^ J 



a- 



1+ 

V ^ J 



dx 
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Azkenik(*), Soluzio Orokorra: U 



x + - = C 

X 



BernouUi-ren eredukoa da baita ere (Unealgania) : 



2x^3/' = y - X - a <:^ y 



' 2 2 

, y- _-r -a' 



2xy 2xy 



<:> 



2x 



1 (-X a'^ 



y 2 2xj 



-1 * 



Ordezkaketa: z = )/^"'"^' =y^ (1) ^^ 2! =2yy' ^ V =^z'y'^ (2) 

y = zy-' (3) 



(2)eta(3) EDA-an* ondezkatuz: ^ 2! y'^ zy'^ = 

^ 2x 



y 2 2X J 



y -^ 



. 1 

-^ z - -z = 



f ,2^ 



V ^ y 



Lineala( za/dagfliare/ciko) 



\-^^ I Y 



z=\i{v\C)=\xv\Cvi 



-I 



,2^ 



-.dx = j-l. 



,2^ f n^\ 



dx 



-x + — 



Azkenik: 



z = x 



^ -x + — + c] = {-x'+a') + Cx 



2 = (-x^ + a^^ + Cx = y^ 



222 22 
Soluzio QrokDiia: C = = x + 



X 



X 



HIRUGARREN ATALA 



C . 1.- Qndoiengo him integraletatik, ebatzi bi integral: 
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h 



dx 



(x-2)Vx^ 



; I. 



dx 



1 + tgx 



; /. 



x-r 
x+1. 



dx 



[8 puntu ] 



Binomio simplea da aurrenekoa, lehen mailako binomio izanik, hau razionaltzean datza 
bidea: 

Vx^ = t -^ x-l = t' -^-^ dx = 2tdt 



dx 



(x-2)V^^ J (t'-l)t 



2tdt 



-2argtht + C = -angt/iVx-l +C -^ /j = In 



Vx^-1 



Vx^ + 1 



+ C 



Razionalgama da bigarrena, aldaketa unibertsala dagokio: 



tgx = t ^ X = arctgt — ^ dx 



dt 

1+e 



I. 



dx 



1 + tgx 



dt 



{Ut){Ut^) 



Zatiki sinpleetan deskonposatuz, 

1 _ A Bt + C _A{^+t') + {Bt + C){l+t) 



(l+t)(l+P) 1+t 1+f 



{Ut){Ut^) 



f#=2: 0=A + B 

#=h 0=B+C -^ A = C=-; B 
#=0: 1=A + C ^ 



1 
2 



dt 



{l + t){l + t') 2 



1 ff 1 -t + lV, 1 

+ ^ \dt=- 

1+t 1+t' 2 



1 

ln(l + t) — \n[l + t') + artgt 



) + x 


1 p 
= -[ln (l+tgx)cosx + 


f d> 


i x + ln sinx + cosx 


1+t 


gx 2 



+c 



Maila bereko polinomioak izanik, zatidura kalkulatuko dugu: 



^^x-lY, ff. 2 



x + 1 



dx 



x + 1 



dx 



c f \ 

1 * * 



V 



x+1 {x+iy 



dx = x-41n|x + l| 



J 



x + 1 



C 



OMI - Azterk. F - 2006 - 05- 29 - Soluzioak- V.Orria 



C.2-Izanbedi [V], ondorengo gainazalek mugatutako gorputz homogenoa: 



[aj: X'^ + y =9; [aj: X + Z-6 = 0; [og]: X + 32-6 = 



1.- [V] gorputza marraztu. 



2.-Gorputzaren bolumena Vy = SBn dela egiaztatu, eta bere grabitate-zentmaren z^ 



17 
koordenatua 2, = — egiaztatu baita ere. 



[lOpuntu ] 



ci : x^ +^ -9 = G ainazal zilindriko zirkularra ; soitzaileak // OZ 

Gorputzarenproiekzio ego kia: XOY piano koa: \^+3^=9 zirkunferentzia <^ p = 2 
Integrazio-ordena ego kia: eskuineko integrala z aldagaiarekiko. 



X +z - 6 =0 {piano proiektante //OX )^ z = 6 - x 



z = 6-pcos0 G.Maiorante 



X +3z - 6 =0 {piano proiektante //OX )^ z =(6 - x)/3 -^ z =(6 - p cos e)/3 G .Minorante 





V gorputzaren ProiekziozilindrikoaXOY planoan 



Bolumena: 



^c=jjJc''^'y'^ = lllcP'P'''^ 



6-pCOS0 



Vy= pdedp ^ dz = ^ de (6-pcose)pdp =- 

JJDh J{6-pcose)/3 3 Jo Jo 3 Jo 



2 r^" 
Vy = - I [27 - 9 COS e - (0-0)] de 



(279 -9 sine) 



se) 


P^P =3Jo 


eP^-P'cose 

2 3 


3 

de = 








27t 




2 
"3 


8 
54 7t + 9 sin 27t - (0 + sin 0) 
3 


= 


36 7c 


3 
U 
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X OZ planoarekiko momentua m^qy = III z cix dy dz = {{{ p dp de z dz 



6-pcose 



M,,Y/5.£pd6dp^^^^^^^zdz.jjJz^/2] 



6-pcose 
(6-pcose)/ 3 



pdedp 



MxoY/5 = ^(l-^)£'de£(6-pcosG)%dp 



/5 = -| del (36p-12p cose + p cos 9) dp =-l 



2 3 

2 3 



36^-12^cose + ^cos2e 



dG: 



M, 



./«4r[ 



81 
162 -108 cos e + — (1+cos2e) 



dG: 



I62e-i08sine + - fe+^''^ 

8 I 2 



2)1 




ivIxoy/5 



^«o ., 8W„ sin2 27c^ („ ^„„ . „ 81 /^„ sinO 
324 7t-108sin27t+ 2n + - 0-108 sin 0+ 0+ 

8 2 8 2 



Beraz: 



ivIxoy/5 



81 

324 7c + — 7t 
4 



4 1377 1377 



I^xoy/5 _ Mxoy/5 _ 15371 
m/5 V^ 3671 



K = 


153 71 




17 
4 
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AZTERKETA FINALA 



LEHENATALA 



A.I.- y funtzioaren (x) aldagaiaren berredura garapena kalkulatu, x^ duengaian 
gar^Dena mugatuz: 

y=Ln(cosx+sin x) [10 

puntu] 



A.2.- Qn(±)ieigDkuibaienzuzenuMtzaileaiene^ M(0,-1) puntuan kalkulatu 

x' + 2xy+y-l=0 . 

Zuzen horrek M(l, -2) puntuan kurbarekin elkargunea duela egiaztatu. 

[8 puntu] 

BIGARREN ATALA 

B.I.- Izanbedi z=z{x,y) funtzioa, ondoko eran definituta: 

L^z=r-x eta: r^ = x^ - ]/ . 

d^z (n/^-x^lz 
Frogaezazu: — j= -^ — — . [8 puntu] 

B.2.- Izanbedi }/'(t) + 3y(t) + 2y(t) = f(t) , ekuazio difeientziala 
Konboluzio-teorema erabiliz, ^0) = y(0) = hastapen baldintzatako ekuazio 

diferentzialaren soluzio partikulairen fonnula integral bat aurkitu. 

[8 puntu] 

B.3.- Integiatu ondok) ekuazio diferentziala: 2xy\/ = y - x^ - a^ [8 puntu] 



HIRUGARREN ATALA 



C.I.- Ondorengo him integraletatik, ebatzi bi integral: 



dx 



(x-2)V?n 



; h 



dx 



1+tgx 



; h 



fx-l" 



U+1. 



dx 



[8 puntu ] 



C.2-Izanbedi [V\, ondorengo gainazalek mugatutako gorputz homogenoa: 

[aj: X^ + y=9; [a^]: X+2-6 = 0; [03]: X+ 32-6 = 



1.- [V| gorputza marraztu. 

2.-Gorputzaren bolumena Vy = 36:: dela egiaztatu, eta here grabitate-zentruaren 2^ 



17 
koordenatua 2^ = — egiaztatu baita ere. 



[10 puntu ] 
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MATEMATIKAREN HEDAPENA - AZTERKETA FINALA - Bilbo, 03-09-01 
Injeniaritza Elektrikoa eta Elektronikoa 



[ A orria ] 



Kalkula ezazu ondoko ekuazio diferentzialaren soluzio orokorra, 

y" +2y' + 5y = e"''a)s2x, 

ondoren adierazitako bi metodo erabiliz: 

1) Koefiziente indeterminatuen metodoa. 2) Parametroen aldakuntza metodoa. 

V = 6 * COS 2x 

Ekuazio karakteristikoa: r^+2r + 5=0 ^ r = -l±2i (s = Ij ^ 

Y2=e ''sin2x 



Homogeno asoziatuaren Soluzio or okorr a: y^^ = Qe 'cos2x + C2e ''sin2x 



1) Koefiziente indeterminatuen metodoa. 



e ' cos 2x => Yq = e ''(Acos2x + Bsin2x)-x 

gai ez-homogenoa 

Yq = e " (-X + 1) (A cos 2x + B sin 2x) + xe ' (-2A sin 2x + 2B cos 2x) 

Yo= xe ''[(-A+2B)cos2x-(2A+B)sin2x] + e '(Acos2x + Bsin2x) 

y;= e-M-x + l)[(-A+2B)cos2x-(2A+B)sin2x] + 

+ xe' [(-4A - 2B) cos 2x + (2A - 4B) sin 2x] + e' [(-A +2B) cos2x - (2A +B) sin 2x] 

Yo'= xe ''[(-3A-4B)cos2x + (4A-3B)sin2x] + e ''[(-2A + 4B)cos2x + (-4A-2B)sin2x] 

Yo' +2Yo +5Yo = XB ''[(-3A-4B-2A +4B +5A)cos2x + (4A -3B-4A -2B +5B)sin2x] + 

+e'[(-2A + 4B+2A)cos2x+(-4A-2B+2B)sin2x] = 
Yo' +2Yo +5Yo = xe'[0-cos2x+0-sin2x]+e ''[4Bcos2x-4Asin2x] = e ''cos2x 

I L 

koefizienteak berdinduz 

Azkenik: A = 0, B = Vi 



Ekuado osotuaren Sdudo orokoma: 

2) Parametroen aldakuntza metodoa. 



3/ = 3iM+Yo = e" 


CiC0s2x+ C2+- sin2x 



y= L^e "coslx + L^e ''sin2x 



Lje ''cos2x + 126" sin 2x = 

L^e '(-cos2x-2sin2x) + L^ e ''(-sin2x + 2cos2x) = e " cos2x 



sin2x 

cos2x -sin2x + 2cos2x 



-sin2xcos2x -sin4x 



cos2x sin2x 

-cos2x-2sin2x -sin2x + 2cos2x 



—1 1 

L = — fsin4xdx = — cos4x + C, 
' 4 J 16 ' 



cos2x 

-cos2x-2sin2x cos2x 



cos^ 2x 



cos2x sin2x 

-cos2x-2sin2x -sin2x + 2cos2x 



if 



. ,. , cos4x , If sin4x 

L,=— I cfx = — x + 

' 2 J 2 4l 4 



C. 



Ad<enik 



y = Li e ' cos 2x + L2 e " sin 2x 



_, „ f cos4x ^^ _, . „ f X sin4x „ ^ 

V = e cos2x + C, +e sin2x — + + C, 

^ I 16 'j U 16 J 



y = e^ 


f X] 1 

C 1 cos2x + C 2 +- sin2x 

I 4J J 



(*) 



cos4x „ sin4x . „ 
•cos2x + sinzx 



16 



16 



_, cos(4x-2x) _, cos2x 



16 



16 



(*) 



cos2x 



16 



^Vha 



[B orria] 



3) Askatu ondoren adierazitako ekuazio diferentzialetako sistema, 



^x'(t) + y(t)-x(t)-y(t) + t+2 = 
x'(t)-y(t) + x(t)-y(t)-t = 



hurrengo hastapen baldintzatarako: x(0) = 1; y(0) = -1 



p-X(p)-l+p-Y(p)+l-X(p)-Y(p)=4-- 

P P 



p-X(p)-l-p.Y(p)-l+X(p)-Y(p)=l 

P 



+(d-1).Y(d)=^^ 



(p-l).X(p)+(p-l).Y(p) 



P 



(p+l)-X(p)-(p+l).Y(p)=^P^ 

P 



X(p)+Y(p) 



-2p-l 
P^(P-I) 



X(p)-Y(p) 



_ 2iJ+l 
p(p+l) 



X(p) 



Y(p) 



_(-2p-l)(p+l) + (2p +l)(p-l) _ p^ -2p^ -p-1 



2p^(p+l)(p-l) 



p(p+l)(p-l) 



_ (-2p- l)(p+ 1) - {2^ +l)(p- 1) _ -2p^ - 4 



2p^(p+l)(p-l) 



2p(p+l)(p-l) 



„, , li-2p-p-l A B C D 
X(p) =^- — =— + —r + - + 



p^(p+l)(p-l) p p^ p+1 p-1 



p'-2p'-p-l = Ap(p+l)(p-l)+B(p+l)(p-l)+Cp'(p-l)+Dp'(p+l) 



3. maila: 


1=A+B+C 


A =1 


p=0: 


-1 = -B 


B=l 


p=l: 


-3 = 2D 


C =3/2 


p=.l: 


-3 = -2C 


D = -3/2 



x(0 =£'[X(p)] = £^ 



1 1 3/2 3/2 

— + ^ + 

P P P+1 P-1 



\ + t + -{e-'-e') 
2 



l + t-3Sht 



Y(p) = 



-p^-2 



ABC 

- + + - 



p(p + l)(p-l) p p+1 p-1 



-p - 2 = A(p +l)(p - 1) + Bp(p - 1) + Cp(p +1) 



p= 


=0: 


-2 = 


-A 


A 


= 2 


p= 


=1: 


-3 = 


= 2C 


B 


= -3/2 


p= 


=-1: 


-3 = 


2B 


C 


= -3/2 



yO) =£-[Y(p)] = fi^ 



2 3/2 3/2 



p p+1 p-1 



2--{e-' + e') 
2 



2-3Cht 



4) Konboluzio teorema erabiliz, ondoren adierazitako ekuazio diferentzialaren soluzioaren 
formula integral bat aurkitu, 

X" + X' - 6x = f(t); x(0) = 1; x'(0) = 2 

Ebatz ezazu f(t) = 25e"^' denerak). 



fi[x"+x'-6x] = £[f(t)] ; x(0)=l; x'(0)=2 
p'-X(p)-p-2+p-X(p)-l-6-X(p)=F(p) 



X(p)=^S_+ P+3 



F(p) ^ p+3 



F(p) ^ 1 



p^+p-6 p^+p-6 (p+3)(p-2) (p+3)(p-2) (p+3)(p-2) (p-2) 



x(9 = £-^[X(p)] = fi-^ 



F(p) 



1 



(p+3)(p-2) (p-2) 



sr 



F(p) 



(p+3)(p-2) 



+ £" 



(P-2) 



\0 = sr 



F(p) 



(p+3)(p-2) 



+ ^ = ^ + h{t) 



e) 



Konboluzio teorema 



m=^' 



F(p)- 



(p+3)(p-2) 



[' f{t-T)-gkT)dT , non g{t) = S:-' 

J 



(P+3)(P- 2) 



g(t) = £ ^ 



1 



(p+3)(p-2) 



£-^ 



A B 

■ + ■ 



p+3 p-2 



&-' 



■1/5 1/5 

■ + ■ 



p+3 p-2 



irg2t_g.3t 

5L 



beraz: 



h0=ir 



F(p) 



(l>+-3)(p- 2) 



U'f{t-T)-{e'^-e-'ndT 



azkenik: 



C) 



1 ft 



x(1) = e^ + -\^ fit - r) • (e'^ - e'^ndr 



5J0 



f(t) = 25e'^^ denerako: 



h(D=^' 



F(p) 



25rt 

5 Jo 



(p+3)(p- 2) 

J 



ft g-3(t-r) . (g2r _ g-3. ) ^ ^ ^g-St p g3. (g2. _ g-3r ^ ^ 

Jo Jo 



,5r 







be- 



^-t-fi-o 

5 l5 



1i(D = e'-3te 



-3t _ --3t 



Azkenik: 



xO) =h{t) + ^= 2e^ - 5te '' - e 



[ C orria ] 



5) Ondorengo lerroek mugatutako eremu planoaren grabitate zentmaren yc kDoidenatua 
kalkulatu: 

y'-^+x=(i y-ey-x + 12=0 



A y 




x=3 x=4 



AZALERA 



,=£dxd,=j;d3/r:l^^dx=j;(io,-2/-i2)d,: 



2 3-^ 



\ 1 fT 

Ap =45-18-36-|20-— -24 = — 5: 



iu') 



ARDATZEKIKO MOMENTUAK 



M,,=jlydxdy=l ydy\"dx = l (lOy-l/ -U)ydy - 



wt-iC-ui 



Mox=90-^-54-ff -8-241=68-'"' 



G,beraz : 



MoY Mo, 



m m 



MoY M„, 



A A 



716 5/6 
1/3 ' 1/3 



7 5 
2 ' 2 



[6] Biz [C] gorputz homogenoa, ondoren adierazitako gainazalek mugatutakoa, 

x^ +y +^- 25 = (0<y<3); x^ +z^ +y-19 = (3<y<19); y = 

6.1 [C] gorputzaren grabitate-zentma kalkulatu. 

6.2 [C] gorputza mugatzen duten gainazalen azalera totala kalkulatu. 



Analisia: 

X^ +y^ +Z^ -25 =0 (0<y<3) : (big, mailako hiru gai, koef. berekoak) - \ Esfem 

; zentru : 



B ira keta - a rdatza ( y aldagaiari dagokiona) : OY ,(x =z =0) 



0(0,0,0) 



E^■adioa:^/25 =[5]; x=z=0 ^ y =5, beraz : \P (0,5,0) 
Eskuin -integralarenlimitea (y askatu) . 



■=^: 



25-x'-z' 



c^ 



=7^ 



E\karguneak (zirkunf.) : 



proiekzioak 



y =0 (ekuazioan ordezk.) : 
\y =3 (ekuazioan ordezk.) : 



y^ +z' =25 



y +z' =J6 



> = 4 



X + Z +y - 19 = (3 < y < 19) : (big. mailako bi gai, koef. berekoak) - \ P^Bboloide 



Blrakets - ardatza ( y aldagaiari dagokiona) : OY, ("x =z =0j ; Erpina : E(0,19,0) (maximoa) 
Eskuin -integralaren limitea (y askatu): 



y=19-x^-z^ 



«> 



y=19-p' 



Elkarguneakfz/rfcunf;^ ; ■ 



y =3 (ekuazioan ordezk.) : 



y +z' =16 



p=4 



proiekzioak 



y =19 (ekuazioan ordezk.) : \ ^ +Z^ =0 \ ; p = » \e(0,19,0) 



x" +z'..^5 



>' 



A Z 



y +z' =16 



y = ^ y=l 



p=5 




Masa zentru - Kalkuluak 



Bolumena 



Vc = jn^dxdydz = jjj^pdpdedy = jj^^^^ pdpdej;"" dy + jj^^^^ p dp dej;"^' dy ^ 

(25-p^f 



Vc=Jo d9l[25-p-] pdp+j^ de£[l9-p-]pdp=2. 
"(19-p^) 



(3/2) .(-2) 



+ 271 



2-(-2) 



-271 r 



[0-9'^-y^[3' -19'] = \194^ (u') 



Mxoz 

momentu 



Mxoz =£ydxdydz = £pdpdeydy = Lpdpdej;"^" ydy + jj^^^^pdpdej;"^' ydy^ 



M. 



1 r2^ 



1 f2- 



Jo deL(25-p-)pdp+-j^ dejji9-p-) pdp 



271 



2J0 



2J0 



2(-2) 



5 271 

+ 

4 2 



3(-2) 



M. 



G , beraz : 



^[0.9^]-ip.rf]: 



1390771 



12 



fm-u'; 



^ , „ 1390771/12 „ 

G =1 0, ,0 

19471 



. 13907 „ 

0, ,0 

2328 



Azalera 



x'+z'+y-19=0 (3 < y < 19) : | Pamboloide 



JJ<y JJa 



dxdz 



'<'2-JJ."-JJ.n^-JLV(2x)^+(2^)^+l^dxdz = jj^^^^VV^pdpde: 



A^=f;dQJ'{^p'+lf\dp=2n 



(3/2).(8) 



't Tec 3/2 



[65^'^ -l] 



("') 



x'+y'+z'^-25=0 (0 < y < 3) : | Esfem 



A^, = ff da=ff ^=ff ^dxdz = ff _^pdpde = 

'^^ JJa •'•'o COS 5 JJoy JJdbii U^- _ 2 



^-i=€"^C(25=p'r"p^p=2-5 



/ 5\l/2 

(^^°P) 

(l/2)-(-2) 



-107l[0-9l'^]: 



3071 



("') 



AZALERATotala: A. 



^CTl+^CT2+^a3 



-[65^«-l] + 3071 + 5^71= -[65^'^ +329] 
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SOLUCION 



A.I.- Demostrar que el lugar geometrico de los puntos del piano complejo para los 
cuales se cumple 

2 + 2^ n , ., 

-; (2 = x + yi), 



\z-l) 4 
es una circunferencia con centra en C (0,-2) y radio r = 2V2 . [6 PUNTOS] 



z + 2 _ X + 2 + I]; _ [x + 2 + i);][x-2-i);] _ x^ + ]/^-4-4)/i 
~I^~ x-2 + iy~ (x-2)' + / (x-2)' + / ^ 



r _/!„ ^ 



4y )_ TT -4y _ [ TT 



xV)/V4)/-4 = ^ xV(); + 2)' = (2V2)' 
Resulta una circunferencia con centra en C {0, -2) y radio r = 2V2 



A. 2.- La circunferencia x^ + y^ - 12fl ^ = y la parabola y' - 4ax = se coitan en dos 
puntDS P y Q. Demostrar que las rectas tangentes y noraiales a ambas curvas en 
cualquierade estos puntos interceptan al eje OX en puntos que junto con el pie de la 
perpendicular a dicho eje, trazada por el punto de corte, forman cinco puntos 
equidistantes. [7 PUNTOS] 



Las curvas se interceptan, como se muestra en el grafico, segiin los puntos P y Q 



y^ - 4ax = 



x' + 4ax-12a'=0 
j/^-4ax = 



X = 2a 
y = ±2V2a 



P(2fl,2V2fl); Q(2fl,-2V2fl) 




Rectas tangente y normal a la circimferencia en P (2a,2^a) y cortes con OX : 



,2 , ,,2 



+ 3/'-12a' = — ^ 2x + 2yy' = -^ y' = -x/y -^ /(P) = -l/V2 

y-y,=y'{x-x,) ^ i/-2V2fl = (-VV2)(x-2fl) ^^^^ x = 6a 
y-y,={-Vy'){x-x,) ^ ]/-2V2fl = V2(x-2fl) ^^^^ x = o 



Rectas tangente y normal a la parabola en P (2 a, 2^/2 a) y cortes con OX : 

y-4ax=0 — ^ 2y^-4a = -^ }/ = 2a/y -^ V(P) = l/V2 



y-^/o = i/'(x-Xo) -^ y-2yj2a=(l/yl2)(x-2a) — ^-^ x = -2a 
J-yo = {-Vy'){^-\) ^ i/-2V2fl=-V2(x-2fl) -^^^^ x = 4fl 

En efecto, se observa que los dnco purtos conaderados equidistan (2a) urddades. 



A. 3.- Hallar la derivada de la funcion 2 = 3x* - xy + y" en el punto M (1, 2) segiin la 
direccion de la bisectriz del primer cuadrante. [6 PUNTOS] 



Q2 — >^ 
La derivada direccional se define segun; — = Vz.V^ 

de 

Donde Vz designa el gradiente de 2 en el punto y V^ un vector unitario segun la 

direccion de derivacion. En nuestro caso: 

V2 = [l2x'-y,-x + 3/] ^ ¥2(1,2) = [10,11] 

El vector unitario en la direccion cp = n/i es; 

tr = [cos(7r/4), sen(7r/4)] = [1/V2, 1/V2 ] = (1/V2 )[1, 1] 



Se obtiene; V2.V^ = y„ = [1 0, 1 1] . [l/ V2 , l/ V2 



10 + 11 21 



V2 V2 



5^2 5^2 

B.I.- Calcular el valor de la expresion E = y — -+x para la funcion 



dx dxdy 



2 = 3/.cp(x^ ~y^)' donde cp designa una funcion arbitraria derivable. [6 PUNTOS] 



2=3/.cp(x'-/) 



dx 
52 

[sy 



ycp'(2x) = 2xycp' 
cp+ycp'(-2y) = cp-2yV 



-^ < 



d'z 



dx 
dxdy 



j^2y^' + 2xy^"i2x) = 2y^' + Ax'y^" 



-^ 



2„ff 



2x(p' + 2x_y(p"(-2y) = 2x(p'-4xy (p 



d 7 d 7 

y ^ + >^ j^ = y (2ycp' + 4x' yep") + x (2xcp' - 4xy' cp") = 2 (x' + y' ) cp' 



B.2.- Se consideran las curvas del piano para las cuales se cumple que el segmento 
interceptado sobre el eje de ondenadas por la normal trazada en un punto cualquiera 
P{x, y) es igual a la distancia entre dicho punto y el origen de coordenadas. Probar que 

la ecuacion diferencial del haz de curvas es xdx + i]/- ^/x^^y^) dy = , y determinar 

sus trayectorias ortogonales. [6 PUNTOS] 



y' 


k 




curva 




^ 


k.^^^ 


\V^X,)/) 


recta nomal 













X 



Ecuacion diferencial del haz de curvas 



Interseccion de la recta normal con el eje_P(x, y) 



Y-y = y'{X-x) ^=° > Y ^OQ = y + x/y'; OP = .Jx^ 



y 



OQ=OP -^ y + x/y' = ^x' + y' => xdx + i^y-4x^)dy = 

Trayectorias ortogonales 

En la ecuacion diferencial de las curvas se cambia {y') por (-l/y') : 



y 



+ x/y' = ^x' + y' ''--"'' > y'= ^ ^^'^^ 



Ecuacion diferencial homogenea que se Integra haciendo, 



y = xu 



D . „,_„,„„, _E^ U + XU'=U-^Jl + U^ -^ 



-> y = u + xu 



du dx „ 
- + — = 



Vl + u' ^ 



In 



u + vl+u^ 



ln|x| = C ^In 



{y/x) + ^l + {y/xy 



C 



-^ y + V^'+y =e' => y + yjx' +y' =A, (A^O) 



B.3.- Obtener, a eleccion, una de las coordenadas x(t) e yit) , solucion del sistema de 
ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales: 



x"{t) + y{t) = 4. 
y"{t) + x{t) = 
[ x(0) = x'(0) = 3/(0) = y'iO) = 



[7 PUNTOS] 



Al aplicar el operador de Laplace e introducir las condiciones iniciales: 



'x"(0+3/(0 = 4 
y'(0 + x(0 = 
x(0) = x'(0) = 3/(0)=y(0) = 



p'X{p) + Y{p) = 4/p 
Xip)+p'Yip) = 



Para resolver en X ( p) e Y ( p) se aplica la regla de Cramer. 



X(p) 



4/p 


1 





P' 


9 

P" 


1 


1 


P' 



4p 4p 

7^^(p + l)(p-l)(p^+l) 



Y(P) 



P^ 


4/p 


1 





p' 


1 


1 


P' 



p(p^-l) p(p+l)(p-l)(p^+l) 



Resulta mas sencillo resolver en x(t) . Se descompone X ( p) en fracciones simples y se 
aplica el operador inverse de Laplace: 



X{p) 



Ap 



A B Cp + D 

+ + ■ 



(p + l)(p-l)(p^+l) p + 1 p-1 p'+l 



A{p-l){p'+l) + B{p + l){p'+l) + {Cp + D){p'-l) 
(p + l)(p-l)(p^+l) 



-^< 



p = -l^-4 = -4A^A = l 
p':0 = A + B+C ^C=-2 
p°:0 = -A + B-D ^D=0 



2p 

p + lp-l pVl 



1 1 

X(p) = -^ + 



-^— ^ x(t) = e ' + e' - 2cost = 2(c/it - cost) 



C .l.-Demostrar que el area D que limitan en el primer cuadrante las li'neas, 

y- = ; 2x + y = 2a; ]/ = 0, es A = — ^^ ^ 

a-x 4 

Probar que si D gira alrededor de OX genera un cuerpo de volumen: V = iza^ 



Indicacion: Las li'neas se cortan en el punto M {a/ 2, a ) 



[11 PUNTOS] 




^ X 



1.- Calculo del area del dominio D 



A^ = ff dxdy = {"dy{ [ \ dx = f 

" JJD -^ Jo ■^ hv^Ka^ + y^) JO 



i2a-y) 



af 1 


..4 


-2 J 



Jo 



fl' + y' 



dy 



-ra^-4a^ 
d. L 



a , X 

-ay + — arctg — 

a a 



4 3a' 2 2 

A^ = a +a -arctgl 



-a^ a^n a^ 



4 4 4 



(tt-D 



2.- Calculo del Volumen del cuerpo de revolucion alrededor de OX 

Jo a-x 



Vr=Tz{ y^dx + Tz{ y^dx = Tz{ dx + 7rf [2(a-x)l^dx 

*- Jo -^ Jfl/2'^ Jo n-Y ^al2'- J 



/•a/2 



2 fl^ 



a -X 



dx + 47rr ia-xYdx = Tz[-a^x-a^L\a-x\ 

Ja/2 L "I I 



a/2 



+ 471 



(a-x)= 



TT 



a/2 



-a ,3r Q , .3 



2 "2 

finalmente: 



4:: 



+ 



V,=n 



-a' a' 



a^L„a + a^L„2 + a^L„a 
2 6 



n 



-« ,3 



a ■L„2 
3 



71(3^ 



3L„2-1 



C.2.- Un cuerpo [V] situado en el semiespacio y>0 esta limitado por las superficies: 



1. Mostrar que su volumen es V 



A5n 



2. Probar que jjj ydxdydz = 3f (cos*e + 18sen'ecos'e + 81sen'e)d2 

3. Establecer la posicion del centra de gravedad de [V ] 
Sugerencia: Puede aplicarse la prapiedad de las integrales eulerianas: 



[11 PUNTOS] 



Jo z 2 





e =0 aS =231 



Proyeccion cilindrica 



1.- Calculo del Volumen del cuerpo IV ] 



x^+9z^ 



V,=\\ldxdydz = \\lpdpdQdy = \lpdpdQ\;^dy = -.\lix^^9z^)pdpdB 



1 1 2 3 

Vc=--\\ (cos' e + 9sen'e)p' dp de = --j "(l + Ssen'ejdej p'dp 



Vr. 



1 [•2ji 
9J0 



O 

l + -(l-cos2e) 



de. 



3^ 81 
o"9-4 



[50 -2 sen 20] 



271 45 3 



•7t/2 



2. Probar que: \\\ ydxdydz = Sf (cos* + 18sen' cos' + 81sen* 0) dz 



1 1 2 3 

H02 = — ff (cos'0 + 9sen'0)'pVc/pc/0 = — f "(cos'0 + 9sen'0)"d0f p'dp 



1 f2 



M,„ , = — f "(cos' + 9sen' 0)' c/0 • 



162 



^ ^^'^ f''(cos'0 + 9sen'0yd0 



162- 6J 



M 



3 . r"/2 



\oz 



4 Jo 



4£ (cos*e+18sen'ecos'0 + 81sen*e)d0 



^xoz =3J''^'(cos*e + 18sen'ecos'e + 81sen*e)de 



3 . C entro de gravedad.- C alculo 



7l/2 



M„2 =3J cos*0d0 + 3-18J sen'0cos'0d0 + 3-81j sen* 0d0= 3Ii454l2 +2431; 



M,„, =3--B(5/2,l/2) + 54--B(3/2,3/2) + 243--B(l/2,5/2)= 



M 



3r(5/2)-r(l/2) 54r(3/2)-r(3/2) 243r(l/2)-r(5/2) 



xoz 



r(3) 



r(3) 



r(3) 



M 



3 3/2•l/2(^/^)' l/2-l/2(V^)' 243 3/ 2 -1/2(7^)' 



xoz 



27 



9 27 729 792 99 
'"' 16 8 16 16 2 



Por la simetria del cuerpo [V ] alrededor del eje OY , se sabe que su centra de gravedad 
estara situado en el antedicho eje OY . Por tanto: 



^G 



M„, _ 997r/2 _99_ll 
V, ~ 4571/2 ~ 45 ~ 5 






Examen de Fundamentos MatematicosI 
Especialidades Electrica y Electronica 23-01-2006 



PRIMER CUATRIMESTRAL 



AL JiBtificar que^ 4x- 4^-21 = 0, es una recta tangente a la parabola y= x^ - 2x- 3 
paralela a la cuerda que une los puntos A{0, -3), B{3, 0) . [4 puntos] 



La furoon es contLnua y derivahle en todo d ge. Si se ^ica d teoiema de Lagrange en d 
intervalo [0,3]: 

l/=X-2x-3 ^ V=2x-2 T.Ui9rarve ^ 

m-fia) ^,^^^^ ce(ajb): ^^^ = l = 2c-2 ^ c=3/2 ^ a/(3/2) = -15/4 



b-a 



3-0 



Luego en M(3/2, -15/4) la tangente es paralela a la cuerda AB . Su ecuacion es: 
y-y{c) = )/{c){x-c) ^ y+15/4 = l(x-3/2) => 4x-4y-21=0 



El ejercicio se ilustra con la figura. 




5(3,0) X 



A(a-3) 



A 2. Comprobar que y=(x+vx^+l) satisface la ecuacion diferencial 

(l+x^)y' + xy/-9A/=0, 

y demostrar que sus derivadas cumplen la relacion recurrente: 

(l+x^)y"^'' + (2n+l)xy/'"n(n^-9)A/"> = 0. 



[8 puntos] 



Derivando unavez: 



Al quitar denominadores y derivar de nuevo: 



1+ 



VxVlJ Vx'+l 



xy 



VVx'+l = 3(x+Vx'+l) — ^yVx^+l+ ,^ =9fx+Vx^+l) 



1 + 



X 



VTTi, 



^ 



(l + x')y + xi/ = 9(x+Vx'+l)' ^ (l + x')y + xi/-9y=0 

Para obtener la relacion de recurrencia se aplica la formula de Leibniz a los miembros de la 
ecuacion diferencial. 






v-'-y v^y v'-'y v-'-y 

(1+ x')y""'' + 2nxy/""'' + n(n-l)y") + x^/""'* + ny/"' -9^/"' = ^ 

(l+x^)y""^' + (2n+l)xy/""n(n^-9)A/"'=0 



-^ 



A3. Hallar las cinco primer as derivadas de la funcion en x= y justificar la estimacion 

[8 puntos] 



V« 1+ 3x+ - x^ + 4x' + — X* . 



SeconcretalaleydeiBcunenciapaia x=0: 

(l+x^)y""^' + (2n+l)xy/'"''+(n^-9)y"'=0 ^^^ ^"^'(0) = (9-n^)y"'(0) 

En x=0: ^;(0)=1; y(0) = 3 . Dando valores n= 0,1, 2^3, se calculan las siguientes 
derivadas: 

fn=0: y(0) = 9y0) = 9 

n=l: y"(0) = 8y(0) = 24 

n=2: y^(0) = 5y(0) = 45 

n=3: /(0) = 0y"(0) = 



y"^^>(0) = (9-n^)y"'(0) 



Para justificar la estimacion se desarrolla la funcion en potencias de (x) mediante la formula 
delVbcLaurin: 

y=y(o)+^y(o)+^y(o)+|jy(o)+^y"(o)+|/(o)+... ^ 



l/=l + 3x+-x' + 4x' + — x* + R 
^2 8 ^ 



V«l + 3x+-x^ + 4x' + — X* 
^28 



Bl. Probar que la funcion 2= z(x,y) definida de forma implicita segun 2^ = x^.^(z/y), 
donde ^ designa una funcion arbitraria diferenciable; satisface a la ecuacion de Euler 
para funciones homogeneas 

X — + y — = z. [10 puntos] 

dx dy 

dz dz 

Calculo de las derivadas paidales enqieandD la notadon — = p, — = p: 

dx dy 



2^ = x\^(z/y) 



-^ < 



d/dx 



> 2zp=2x^ + }^^'.{p/y) -^ p- 



2xy^ 



S/dy 



> 2zq=x^(l)' 



^yq-z^ 



y 



-^ Q- 



2yz-^<j>' 



2fz-x^y^' 



Al sustituir en la ecuacion en derivadas panciales: 



dz dz _ 2xy<l) -x^2^' _ 2x^3/^-x^2^' 

^^^^^~^2yz-^^'^^2y^z-^y(j>'~ 2yz-^(t>' 
_2y^-^zit>' 2yz-y^<j> 



2yz-^^' 2yz-^(f)' 



z^z 



B2. Determinar los extremos relativos de la funcion z= xy+16/x+ 4/y. [10 puntos] 



Puntos criticos: Se obtiene como linico puntoM(4,l). 



z= xy+16/x+4/y -^ 



dz 
dx 
dz 
dy 



0^y-16/x'= 0^x^^-16 = 
O^x-4/y =0^x^/^-4=0 



-^ x=4;y=l 



A traves del criterio del hessiano: 



H[z{x.y)\ 



d'z d'z 



d^ dxdy 

d^z d'z 



dydx sy 





f ■ 




■} 



256 



-1 -^ 



H[2(4,1)1 = 3>Q; ^(4,1) = ->0 ^ 2(4,1) = 12 esunminimo 

5x 2 



C.l Mediante sustituciones adecuadas reducir a eulerianas y verificar los resultados 
que se indican para dos de las tres integrales siguientes: [10 puntos] 



dx Stt 



ri 



(x^+4f 512 



dx _r(l-l/n)r(l/n) 



^1-x" 



n 



/3 = £xln^(l/x)c^: 



15 



dx 



(x' + Aj 



x=2tgt 
dx- 



cos t 



dt 



{Ugh + i) cos't 



dt: 



2 c'"'- 4. 



' 4'-'o 32 2 



1 1 .rs n 1 I2J I2 



V' 



2'2j 64 r(3) 



^1 



j^ 2 2 {2) {2j ^ 37t 
64' 2 ~512 



^1 



dx 



^ 



-^ 



oAyi-x" 



x" = t 
x=t"" 
dxl^ 
n n 



e'"'-'dt 



-^ 



/ =lr(i_t)-i'"t<i/")-idt=--pfi--,-' 



portantD: 



J^ r(l-l/n)r(l/n) _ r(l-l/n)r(l/n) 

■ r(i) - 



n 



n 



I, = \\\n'{l/x)dx- 



x=e 
dx=-e'dt 



i,=-fe-ve-*dt=iy-''edt-- 



I, = [e'Vdt 



-^ 



2t=z 




1 
'2 


r f 


dt=-dz 

2 


-^h- 


V 



dz=^fVe"dz=^r(6) 

06 Jo 96 »• ' 



2 J '■ 2 



1 



L=4r(6) = 4-5! 

' 2' 2' 2' 



1 ., 5-4-3-2_15 



C.2 Evaluar mediante calculo integral el area plana definida mediante: 

[I^] x' + y-2x-2y+l<0; [L,] x' + y-4y+3<0 [lOpuntos] 

La frontera del dominio esta formada por dos circunferencias: 



X- (x-l)' + (y-l)'=l f centro:(l,l); R=l 



^i,: ^ + {y-2f=l 



-^■ 



certm: {0,2); R = l 






2-^/^ 



X 



y^=l + ^l-{x-iy 



2-Vl-x' 




Calculo del area del dominio 



J oL J J oL 



dx 



A= fjl-{x-lf dx+ jVl-x' dx- f^dx=I,+I,-l 



i,=Cji-{x-irdx 

J 



-^ 



x-1 = sint^ dx= costdt 

[x=0^t=-7r/2 



-^ 



I^= f COSHcfc: 

J-7r/2 



t sen2t 

— + 

2 4 



-7r/2 






/2 = jVl-x' dx- 



Finalmente: 



X = sin t ^ dx = cos tcft; 

x=l^t= — 
2 

x=0^t=0 



L = \ COS tdt=- 

^ Jo A 



A=I+L-1 = 2--1 = --1 

' ' 4 2 



